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DEMONSTRATIO NOVA THEOREMATIS 
OMNEM FUNCTIONEM ALGEBRAICAM RATIONALEM INTEGRAM 
UNIUS VARIABILIS 


IN FACTORES- REALES PRIMI VEL SECUNDI GRADUS RESOLYI POSSE. 


FF 
Quaelibet aequatio algebraica determinata reduci potest ad formam 


2" + Ar! + Bi" et. +M = 0 


ita ut m sit numerus integer positivus. Si partem primam huius aequationis per 
X denotamus, aequationique X = 0 per plures valores inaequales ipsius = sa- 
tisfieri supponimus, puta ponend 2—=a, e—Ö5, 2= yetc. functio X per 
‚productum e factoribus @—a, 2—B. r—yete. divisibilis erit. Vice versa, si 
productum e pluribus factoribus simplieibus #— a, 2— 65, 2— yete. functionem 
X metitur: aequationi X = 0 satisfiet, aequando ipsam = ceuicunque quanti- 
tatum a,6, yetc. Denique si X producto ex m factoribus talibus simplieibus 
aequalis est (sive omnes diversi sint, sive quidam ex ipsis identici): alii factores 
simplices praeter hos functionem X metiri non poterunt. Quamobrem aequatio 
m“ gradus plures quam m radices habere nequit; simul vero patet, aequationem 
m“ gradus pauciores radices habere posse, etsi X in m factores simplices resolu- 
bilis sit: si enim inter hos factores aliqui sunt identiei, multitudo modorum di- 
versorum aequationi satisfaciendi necessario minor erit quam m. Attamen con- 
einnitatis caussa geometrae dicere maluerunt, aequationem in hoc quoque casu m 
radices habere, et tantummodo quasdam ex ipsis aequales inter se evadere: quod 


utique sibji permittere potuerunt. 
1 * 


4 DEMONSTRATIO XOVA THEOREMATIS 


2. 

Quae hucusque sunt enarrata, in libris algebraicis sufficienter demonstran- 
tur neque rigorem geometricum uspiam offendunt. Sed nimis praepropere et sine 
praevia demonstratione solida adoptavisse videntur analystae theorema cui tota 
fere doctrina aequationum superstructa est: Quamvis functionem talem ut X sem- 
per in m factores simplices resolvi posse, sive hoc quod cum illo prorsus conspirat, 
quamvis aequationem m" gradus revera habere m radices. (Quum iam in aequatio- 
nibus secundi gradus saepissime ad tales casus perveniatur, qui theoremati huie 
repugnant: algebraistae, ut hos illi subiicerent, coacti fuerunt. fingere quantita- 
tem quandam imaginariam cuius quadratum sit —1, et tum agnoverunt, si quan- 
titates formae a-+-by—1 perinde concedantur ut reales, theorema non modo pro 
aequationibus secundi gradus verum esse, sed etiam pro cubicis et biquadraticis. 
Hinc vero neutiquam inferre licuit, admissis quantitatibus formae a+by—! cui- 
vis aequationi quinti superiorisve gradus satisfieri posse, aut uti plerumque ex- 
primitur (quamquam phrasin lubricam minus probarem) radices cuiusvis aequatio- 
nis ad formam a--by—1 reduci posse. Hoc theorema ab eo, quod in titulo 
huius scripti enunciatum est, nihil differt. si ad rem ipsam spectas, huiusque de- 
monstrationem novam rigorosam tradere, constituit propositum praesentis disser- 
tationis. 

Ceterum ex eo tempore, quo analystae comperti sunt, infinite multas ae- 
quationes esse, quae nullam omnino radicem haberent, nisi quantitates formae 
a-+by—1! admittantur, tales quantitates fictitiae tamquam peculiare quantita- 
tum genus, quas imaginarias dixerunt, ut a realibus distinguerentur, consideratae 
et in totam analysin introductae sunt; quonam iure? hoc loco non disputo.._ De- 
Monstrationem meam absque omni quantitatum imaginariarum subsidio absol- 
vam, etsi eadem libertate, qua omnes recentiores analystae usi sunt, etiam mihi 
uti liceret. 


3. 

Quamvis ea, quae in plerisque libris elementaribus tamquam demonstratio 
theorematis nostri afferuntur, tam Jevia sint, tantumque a rigore geometrico ab- 
horreant. ut vix mentione sint digna: tamen, ne quid deesse videatur, paucis 
illa attingam. ‘Ut demonstrent, quamvis aequationem 

a" + Aa”! + Ba” et. +M = 0 
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sive X — 0, revera habere m radices, suscipiunt probare, X in m factores 
simplices resolvi posse. Ad hunc finem assumunt m factores simplices z—a, 
2—b, 2—yetc. ubi a, 5, yetc. adhuc sunt incognitae, productumque ex illis 
aequale ponunt funetioni X. Tum ex comparatione coöfhicientium deducunt m 
aequationes, ex quibus incognitas «a, Bd, y etc. determinari posse aiunt, quippe 
quarum multitudo etiam sit m. Sciliceet m—1 incognitas eliminari posse, unde 
emergere aequationem, quae, quam placuerit, incognitam solam contineat.' Ut 
de reliquis, quae in tali argumentatione reprehendi possent, taceam, quaeram 
tantummodo, unde certi esse possimus, ultimam aequationem revera ullam radi- 
cem habere? Quidni fieri posset, ut neque huic ultimae aequationi neque propo- 
sitae, ulla magnitudo in toto quantitatum realium atque imaginariarum ambitu 
satisfaciat? _ Ceterum periti facile perspicient, hanc ultimam aequationem ne- 
cessario cum proposita omnino identicam fore, siquidem calculus rite fuerit insti- 
tutus; scilicet eliminatis incognitis 6, y etc. aequationem 


a" + Aa"! +- Ba”? +-et. -+M = 0 


prodire debere. Plura de isto ratiocinio exponere necesse non est. 

Quidam auctores, qui debilitatem huius methodi percepisse videntur, tam- 
quam arioma assumunt, quamvis aequationem revera habere radices, si non pos- 
sibiles, impossibiles, (Juid sub quantitatibus possibilibus et impossibilibus in- 
telligi velint, haud satis distincte exposuisse videntur. Si quantitates possibiles 
idem denotare debent ut reales, impossibiles idem ut imaginariae: axioma illud 
neutiquam admitti potest, sed necessario demonstratione opus habet. Attamen 
in illo sensu expressiones aceipiendae non videntur, sed axiomatis mens haec po- 
tius videtur esse: "Quamquam nondum sumus certi, necessario dari m quanti- 
tates reales vel imaginarias, quae alicui aequationi datae m" gradus satisfaciant, 
tamen aliquantisper hoc supponemus; nam si forte contingeret, ut tot quantita- 
tes reales et imaginariae inveniri nequeant, certe effugium patebit, ut dicamus 
reliquas esse impossibiles.’ Si quis hac phrasi uti mavult quam simplieiter di- 
cere, aequationem in hoc casu tot radices non habituram, a me nihil obstat: at 
si tum his radieibus impossibilibus ita utitar tamquam aliquid veri sint, et e. g. 
dicit, summam omnium radicum aequationis @"+Aa”"--ete. = 0. esse 
—= — 4A, etiamsi impossibiles inter illas sint (quae expressio proprie significat, 
etiamsi aliquae deficiant): hoc neutiquam probare possum. Nam radices impossi- 
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biles, in tali sensu acceptae, tamen sunt radices, et tum axioma illud nullo modo 
sine demonstratione admitti potest, neque inepte dubitares, annon aequationes 
exstare possint, quae ne impossibiles quidem radices habeant? *) 


4. 

Antequam aliorum geometrarum demonstrationes theorematis nostri recen- 
seam, et quae in singulis reprehendenda mihi videantur, exponam: observo suf- 
ficere si tantummodo ostendatur, omni aequationi quantivis gradus 


2" +-Ar”"+ Br"? + etc. +M = 0 


sive X — 0 /{ubi coöfficientes A, B etc. reales esse supponuntur) ad minimum 
uno modo satisfieri posse per valorem ipsius x sub forma a-+-by—1 conten- 
tum. Constat enim, X tune divisibilem fore per factorem realem secundi gradus 
z2—2artaa+bb, si b non fuerit — 0, et per factorem realem simplicem 
z—a, si b=0. In utroque casu quotiens erit realis, et inferioris gradus quam 
X; et quum hie eadem ratione factorem realem primi secundive gradus habere de- 


*) Sub quantitate imaginaria hie semper intelligo quantitatem in forma a-+b5y—1 oontentam, quam- 
diu 5 non est — 0. In hoc sensu expressio illa semper ab omnibus geometris primae notae accepta est, ne- 
que audiendos censeo, qui quantitatem a-+by—ı in eo solo casu imaginariam vocare voluerunt ubi a = ®, 
impossibilem vero quando non sit a— d, quum haee distinetio neque necessaria sit neque ullius utilitatis, — 
Si quantitates imaginariae omnino in analysi retineri debent (quod pluribus rationibus consultius videtur, quam 
ipsas aholere, modo aatis solide stabiliantur): necessario tamquam aeque possibiles ac renles spectandae sunt; 
quamobrem reales et imaginarias sub denominatione communi quantifatum possibilium compleeti mallem : con- 
tra, impossibilem dicerem quantitatem, quae eonditionibus satisfacere debeat, quibus ne imaginarüis quidem 
concessis satisfieri potest, attamen ita, ut phrasis haec idem significet ne si dieas, tale quantitstem in toto 
magnitudinum ambitu non dari. Hinc vero genus peculiare quantitatum formare, neutiquam concederem., 
Quodsi quis dicat, triangulum rectilineum aequilaterum rectangulum impossibile esse, nemo erit qui neget. 
At si tale triangulum impossibile tamquam novum triangulorum genus contemplari, aliasque triangulorum pro- 
prietates ad illud applicare voluerit, ecquis risum teneat? Hoc esset verbis ludere seu potius abuti. — Quam- 
vis vero etiam summi mathematiei sacpius veritates, quae quantitatum ad quas speetant possibilitatem mani- 
festo supponunt, ad tales quoque applicaverint quarum possibilitas adhue dubia erat; neque abnuerim, huius- 
morli licentias plerumque ad solam formam et quasi velamen ratioginiorum pertinere, quod veri geometrae 
acies Mox penctrare possit: tamen consultius, seientiaeque, quae tamquam porfectissimum elaritatis et certi- 
tudinis exemplar merito celebratur, sublimitete magis dignum videtur, tales lihertates aut omnino proscribere, 
aut saltem parcius neque alias ipsis uti, nisi ubi etinam minus exereitati perspicere valeant, rem etiam absque 
illarum subsidio etsi forsan minus breviter tamen neque rigorose absolvi potuisse. — Ceterum haud negaverim, 
ea quae hic contra impossibilium abusum dixi, quodam respectu etiam contra imaginarias obiici posse: sed ha- 
rum vindieationem nee non totius huius rei expositionem uberiorem ad aliam occasionem mihi reservo. 
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beat, patet, per continuationem huius operationis functionem X tandem in facto- 
res reales simplices vel duplices resolutum iri, aut, si pro singulis factoribus 
realibus duplicibus binos imaginarios simplices adhibere mavis, in m factores 
simplices. 

5. 

Prima theorematis demonstratio illustri geometrae p’ÄLEMBERT debetur, Re- 
cherches sur le calcul integral, Histoire de F Acad. de Berlin, Annde 1746. 
p- 182sqq. Eadem extat in BousamviLLe, Traite du caleul integral, & Paris 1754. 
p-47sqq. Methodi huius praecipua momenta haec sunt. 

Primo ostendit, si functio quaecunque X quantitatis variabilis x fiat — 0 
aut pro 2 0 autpro 2 = oo, atque valorem infinite parvum realem positi- 
vum nancisci possit tribuendo ipsi x valorem realem: hanc functionem etiam va- 
lorem infinite parvum realem negativum obtinere posse per valorem ipsius x vel 
realem vel sub forma imaginaria p-+-gy—1 contentum. Scilicet designante Q 
valorem infinite parvum ipsius X, et w valorem respondentem ipsius x, asserit 
® per seriem valde convergentem aQ®-+bO°-+cQT etc. exprimi posse, ubi ex- 
ponentes «a,d,y etc. sint quantitates rationales continuo crescentes, et quae adeo 
ad minimum in distantia certa ab initio positivae evadant, terminosque, in qui- 
bus adsint, infinite parvos reddant. lam si inter omnes hos exponentes nullus 
occurrat, qui sit fractio denominatoris paris, omnes terminos seriei reales fieri tum 
pro positivo tum pro negativo valore ipsius @; si vero quaedam fractiones deno- 
minatoris paris inter illos exponentes reperiantur, constare, pro valore negativo 
ipsius 2 terminos respondentes in forma p-+gy—1 contentos esse. Sed prop- 
ter infinitam seriei convergentiam in casu priori sufficere, si terminus primus (i. e, 
maximus) solus retineatur, in posteriori ultra eum terminum, qui partem imagi- 
narilam primus producat, progredi opus non esse. 

Per similia ratiocinia ostendi posse, si X valorem negativum infinite par- 
vum ex valore reali ipsius x assequi possit: functionem illam valorem realem 
positivum infinite parvum ex valore reali ipsius x vel ex imaginario sub forma 
p+tqgy—1i contento adipisci posse. 

Hinc secundo concludit, etiam valorem aliquem realem finitum ipsius X 
dari, in casu priori negativum, in posteriori positivum, qui ex valore imaginario 
ipsius x sub forma p-+gqgy—1 contento produci possit. 
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Hinc sequitur, si X sit talis functio ipsius x, quae valorem realem V 
ex valore ipsius z reali v obtineat. atque etiam valorem realem quantitate in- 
finite parva vel maiorem vel minorem ex valore reali ipsius x assequatur, eandem 
etiam valorem realem quantitate infinite parva atque adeo finita vel minorem vel 
maiorem quam WV (resp.) recipere posse, tribuendo ipsi x valorem sub forma 
p+qgy—! contentum. Hoc nullo negotio ex praecc. derivatur, si pro X sub- 
stitui coneipitur V+Y, etpro z,v-+y. 

Tandem affırmat ill. V_ALENBERT, si X totum intervallum aliquod inter duos 
valores reales R, S percurrere posse supponatur {i. e. tum ipsi R, tum ipsi $, 
tum omnibus valoribus realibus intermediis aequalis fieri), tribuendo ipsi x valo- 
res semper in forma p-+gy—1 contentos; functionem X quavis quantitate fi- 
nita reali adhuc augeri vel diminui posse (prout S>R vel S<R), manente x 
semper sub forma p+gyY—1!. Si enim quantitas realis U daretur (inter quam 
et R supponitur S iacere), cui X per talem valorem ipsius ‚x aequalis fieri non 
posset, necessario valorem maximum ipsius X dari (scilicet uando $S>R; mi- 
nimum vero, quando S<_R), puta T, quem ex valore ipsius =, p+qy—1, 
consequeretur, ita ut ipsi x nullus valor sub simili forma contentus tribui posset, 
qui functionem X vel minimo excessu propius versus U promoveret. lam si in 
aequatione inter X et z pro x ubique substituatur p+qy—1. atque tum pars 
realis, tum pars, quae factorem y—1 implicet, hoc omisso, cifrae aequentur: 
ex duabus aequationibus hinc prodeuntibus (in quibus p, g et X cum constanti- 
bus permixtae occurrent) per eliminationem duas alias elici posse, in quarum al- 
tera p, X et constantes reperiantur, altera a p libera solas q, X et constantes 
involvat. Qamobrem quum X per valores reales ipsarum p,g omnes valores ab 
R usque ad T7' percurrerit, per praecc. X versus valorem U adhuc propius acce- 
dere posse tribuendo ipsius p,g valores tales a-+yy—1, 5+öy/—ı resp. Hine 
vero fieri 2 = a—ö6+(y+6)y—1, i.e. adhuc sub forma p-+qy—1 esse, con- 
tra hyp. 

lam si X functionem talem ut 2" +Ar”""'"+ Br” ete. +M deno- 
tare supponitur, nullo negotio perspieitur, ipsi & tales valores reales tribui posse, 
ut X totum aliquod intervallum inter duos valores reales percurrat. Quare x 
valorem aliquem sub forma p-+qy—1 contentum talem etiam nancisci poterit, 
unde X fat = 0. Q.E.D.*) 


*) Observare convenit, ill. D’Aukwnrer in eua huius demonstrationis expositione eonsiderationes geome- 
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6. 

Quae contra demonstrationem p’ALENBErTianam obiici posse videntur, ad 
haec fere redeunt, 

t. IM. p’A. nullum dubium movet de eristentia valorum ipsius &, quibus va- 
lores dati ipsius X respondeant, sed illam supponit, solamque formam istorum 
valorum investigat. 

(uamvis vero haee obiectio per se gravissima sit, tamen hie ad solam dictio- 
nis formam pertinet, quae facile ita corrigi potest, ut illa penitus destruatur. 

2. Assertio, » per talem seriem qualem ponit semper exprimi posse. certo 
est falsa, si N etiam functionem quamlibet transscendentem designare debet (uti 
p’A. pluribus locis innuit). Hoc e. g. manifestum est, si ponitur X—ef, sive 
<= =r Attamen si demonstrationem ad eum casum restringimus, ubi X est 
functio algebraica ipsius x (quod in praesenti negotio sufficit), propositio utique 
est vera. __. Ceterum p’A. nihil pro confirmatione suppositionis suae attulit; cel. 
Bovsamviste supponit, X esse functionem algebraicam ipsius x, et ad inventio- 
nem seriei parallelogrammum Newroxianum commendat. 

3. Quantitatibus infinite parvis liberius utitur, quam cum geometrico ri- 
gore consistere potest aut saltem nostra aetate {ubi illae merito male audiunt) ab 
analysta scrupuloso concederetur, neque etiam saltum a valore infinite parvo ip- 
sius © ad finitum satis Juculenter explicavit. Propositionem suam, @ etiam va- 
lorem aliquem finitum consequi posse, non tam ex possibilitate valoris infinite 
parvi ipsius @ concludere videtur quam inde potius, quod denotante @ quanti- 
tatem valde parvam, propter magnam seriei convergentiam, quo plures termini 
seriei aceipiantur, eo propius ad valorem verum ipsius ® accedatur, aut, quo 
plurium partium summa pro w accipiatur, eo exactius aequationi, quae relatio- 
nem inter et 2 sive z et X exhibeat, satisfactum iri. Praeterea quod tota 
haec argumentatio nimis vaga videtur, quam ut ulla conclusio rigorosa inde col- 
ligi possit: observo, utique dari series, quae quantumvis parvus valor quantitati, 





trieas adhibuisse, atque X tamquam abseissam, z tamquam ordioatam curvae spectavisse (socundum morem 
omnium geometrarum primae huius saeculi partis, apud quor notio functionum minus usitata erat). Quia vero 
omnia ipsius ratiocinia, si ad ipsorum essentiam solam respieis, nullis principiis geometrieis, sed pure analyti- 
eis innituntur, et curva imaginaria, ordinataeque imsginariee expressiones duriores esse lectoremque hodier- 
num facilius offendere posse videntur, formam reprsesentationis mere analyticam hie adhibere malui. Hane 
annotationem ideo adieei, ne quis demonstrationem p’ALkwurkrianam ipaam cum hac suceincta expositione com- 
parans aliquid essentiale immutatum esse suspieetur. 
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secundum cuius potestates progrediuntur, tribuatur, nihilominus semper diver- 
gant, ita ut si modo satis longe continuentur, ad terminos quavis quantitate data 
maiores pervenire possis *). Hoc evenit, quando co£flicientes seriei progressionem 
hypergeometricam constituunt. (Juamobrem necessario demonstrari debuisset, ta- 
lem seriem hypergeometricam in casu praesenti provenire non posse. 

Ceterum mihi videtur, ill. v’A. hie non recte ad series infinitas confugisse, 
hasque ad stabiliendum theorema hoc fundamentale doctrinae aequationum haud 
idoneas esse. 

4. Ex suppositione, X obtinere posse valorem S neque vero valorem U, 
nondum sequitur, inter $ et U’ necessario valorem T iacere, quem X attingere 
sed non superare possit. Superest adhuc alius casus: scilicet fieri posset, ut in- 
ter S et U limes situs sit, ad quem accedere quidem quamı prope velis possit X, 
ipsum vero nihilominus numquam attingere. Ex argumentis ab ill. v’A. allatis 
tantummodo sequitur, X omnem valorem, quem attigerit, adhuc quantitate 
finita superare posse, puta quando eyaserit — S, adhuc quantitate aliqua finita 
Q augeri posse; quo facto, novum incrementum © accedere, tunc iterum augmen- 
tum ©” ete., ita ut quotcunque incrementa iam adiecta sint, nullum pro ultimo 
haberi debeat, sed semper aliquod novum accedere possit. At quamvis multitudo 
incrementorum possibilium nullis limitibus sit circumscripta: tamen utique fieri 
posset, ut si incrementa Q,%, "etc. continuo decrescerent, nihilominus summa 
S+2-+09+-0" etc. limitem aliquem numquam attingeret, quotcunque termini 
considerentur. 

Quamquam hic casus occurrere non potest, quando X designat functionem 
algebraicam integram ipsius : tamen sine demonstratione, hoc fieri non posse, 
methodus necessario pro incompleta habenda est. Quando vero X est functio 
transscendens, sive etiam algebraica fracta, casus ille utique locum habere potest. 
e.g. semper quando valori cuidam ipsius X valor infinite magnus ipsius x respon- 


*) Hacce ocensione obiter adnoto, ex harum serierum numero plurimas esse, quae primo aspectu maxime 
eonvergentes videantur, e. g. ad maximam partem eas, quibus ill. Eurer in parte poster. Inst, Cale. Diff. 
Cap. VI, ad summam aliarım serierum quam proxime assignandam utitur p. 441— 1474 (reliquae enim series 
p. 475—478 revers convergere posaunt), quod, quantum scio, a nemine hucusque observatum est. Quocirca 
magnopere optandum esset, ut dilucide et rigorose ostenderetur, cur huiusmodi series, quae primo citissime, 
dein paullatim lentius lentiusque convergunt, tandemque magis magisque divergunt, nihilominus summam 
proxime veram suppeditent, si modo non nimis multi termini capiantur, et quousque talis summa pro exacta 
tuto haberi possit ? 
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det. Tum methodus p’ÄLexserriana non sine multis ambagibus, et in quibusdam 
casibus nullo forsan modo, ad principia indubitata reduci posse videtur. 

Propter has rationes demonstrationem p’ÄLemserrianam pro satisfaciente 
habere nequeo. Attamen hoc non obstante verus demonstrationis nervus probandi 
per omnes obiectiones neutiquam infringi mihi videtur, credoque eidem funda- 
mento (quamvis longe diversa ratione, et saltem maiori circumspicientia) non so- 
lum demonstrationem rigorosam theorematis nostri superstrui, sed ibinde omnia 
peti posse, quae circa aequationum transscendentium theoriam desiderari queant. 
De qua re gravissima alia occasione fusius agam; conf. interim infra art. 24. 


T. 

Post p’Aueseertum ill. Ever disquisitiones suas de eodem argumento pro- 
mulgavit, Recherches sur les racines imaginaires des &quations, Hist. de T Acad. 
de Berlin A. 1749, p. 223 sqq. Methodum duplicem hic tradidit: prioris summa 
continetur in sequentibus. 

Primo ill. E. suscipit demonstrare, si m denotet quameunque dignitatem 
numeri 2, functionem 2°" +Ba”""+ Cx”"""— etc. —M—X (in qua coöfli- 
ciens termini secundi est = 0) semper in duos factores reales resolvi posse, in 
quibus 2 usque ad m dimensiones ascendat. Ad hunc finem duos factores assumit, 


a" — ur” Ha”? +62” "+ ete., et at Hut! HA" ur” etc. 


ubi coöfficientes u, a, Betc. X, aete. adhuc incogniti sunt, horumque productum 
aequale ponit functioni X. Tum coöfficientium comparatio suppeditat 2m —1 
aequationes, manifestoque demonstrari tantummodo debet, incognitis w, a, 5 etc. 
%,pete. (quarum multitudo etiam est 2m —1) tales valores reales tribui posse. qui 
aequationibus illis satisfaciant. Iam E. affirmat, si primo # tamquam cognita 
consideretur, ita ut multitudo incognitarum unitate minor sit quam multitudo 
aequationum. his secundum methodos algebraicas notas rite combinatis omnes 
a,detc, X, p etc. rationaliter et sine ulla radicum extractione per u et coüfhi- 
eientes B. C etc. determinari posse, adeoque valores reales naneisci, simulac u 
realis fiat. Praeterea vero omnes «a, Betc. A, p etc. eliminari poterunt, ita ut 
prodeat aequatio U= 0, ubi U erit functio integra solius u et coöfficientium 
cognitorum. Hanc aequationem ipsam per methodum eliminationis vulgarem evol- 
vere, opus immensum foret, quando aequatio proposita X = 0 est gradus ali- 
2 * 
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quantum alti; et pro gradu indeterminato, plane impossibile (iudice ipso E. p. 239). 
Attamen hie suflieit, unam illius aequationis proprietatem novisse, scilicet quod 
terminus ultimus in U (qui incognitam « non implicat) necessario est negativus, 
unde sequi constat, aequationem ad minimum unam radicem realem habere, sive 
u et proin etiam «a, B etc. X, p etc. ad minimum uno modo realiter determinari 
posse: illam vero proprietatem per sequentes reflexiones confirmare licet. Quum 
a" — ur! aa” etc. supponatur esse factor functionis X: necessario u 
erit summa »n» radicum aequationis X = 0, adeoque totidem valores habere de- 
bebit, quot modis diversis ex 2m radicibus m excerpi possunt, sive per princi- 
pia caleuli combinationum "=! mh: nr valores. Hic numerus sem- 
per erit impariter par (demonstrationem haud difficilem supprimo): si itaque po- 
nitur — 2%, ipsius semissis A impar erit; aequatio U= 0 vero erit gradus 
24". Jam quoniam in aequatiine X — 0 terminus secundus deest: summa 
omnium 2m radicum erit 0; unde patet, si summa quarumcunque m radicum 
fuerit +p, reliquarum summam fore —p, i.e. si —+p est inter valores ipsius 
u, etiam —p inter eosdem erit. Hine E. concludit, U esse productum ex %& 
factoribus duplicibus talibus uu—pp, uu— qq, uu—rr etc., denotantibus +p, 
—p,-+g, —gete. omnes 2% radices aequationis UT = 0, unde, propter mul- 
titudinem imparem horum factorum, terminus ultimus in U erit quadratum pro- 
ducti pgr etc. signo negativo affectum. Productum autem pgr etc. semper ex 
coöfficientibus B, C etc. rationaliter determinari potest, adeoque necessario erit 
quantitas realis. Huius itaque quadratum signo negativo affectum certo erit quan- 
titas negativa. Q. E.D. 

Quum hi duo factores reales ipsius X sint gradus m" atque m potestas 
numeri 2: eadem ratione uterque rursus in duos factores reales 4m dimensionum 
resolvi poterit. Quoniam vero per repetitam dimidiationem numeri m necessario 
tandem ad binarium pervenitur, manifestum est, per continuationem operationis 
funetionem X tandem in factores reales secundi gradus resolutam haberi. 

Quodsi vero functio talis proponitur, in qua terminus secundus non deest, 
puta 2" + Aa"! 4 Be”? L etc. +M, designante etiamnum 2m potestatem 
binariam, haec per substitutionem = — y— a transibit in similem funetionem 
termino secundo carentem. Unde facile concluditur, etiam illam functionem in 
factores reales secundi gradus resolubilem esse, 





Denique proposita functione gradus n", designante » numerum, qui non 
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est potestas binaria: ponatur potestas binaria proxime maior quam n, — 2m, 
multipliceturque functio proposita per 2m—n factores simplices reales quoscun- 
que. Ex resolubilitate producti in factores reales secundi gradus, nullo negotio 
derivatur, etiam functionem propositam in factores reales secundi vel primi gra- 
dus resolubilem esse debere. 


8. 

Contra hanc demonstrationem obiici potest 

1. Regulam, secundum quam E. concludit, ex 2m—1 aequationibus 
2m— 2 incognitas a, d etc. A, p etc. omnes rationaliter determinari posse, neu- 
tiquam esse generalem, sed saepissime exceptionem pati. Si quis e.g. in art. 3. 
aliqua incognitarum tamquam cognita spectata, reliquas per hanc et coöfficien- 
tes datos rationaliter exprimere tentat, facile inveniet, hoc esse impossibile, nul- 
lamque quantitatum incognitarum aliter quam per aequationem m—1" gradus 
determinari posse. (Juamquam vero hic statim a priori perspici potest, illud ne- 
cessario ita evenire debuisse: tamen merito dubitari posset, annon etiam in casu 
praesenti pro quibusdam valoribus m res eodem modo se habeat, ut incognitae 
a,b etc. A, petc. ex u, B, (etc. aliter quam per aequationem gradus forsan ma- 
ioris quam 2m determinari nequeant. Pro eo casu, ubi aequatio X —0 est 
quarti gradus, E. valores rationales co@fficientium per u et coöfficientes datos eruit; 
idem vero etiam in omnibus aequationibus altioribus fieri posse, utique explica- 
tione ampliori egebat. __ Ceterum operae pretium esse videtur, in formulas il- 
las, quae a, Betc. rationaliter per w, B, C etc. exprimant, profundius et gene- 
ralissime inquirere; de qua re aliisque ad eliminationis theoriam (argumentum 
haudquaquam exhaustum) pertinentibus alia occasione fusius agere suscipiam. 

2. Etiamsi autem demonstratum fuerit, cuiusvis gradus sit aequatio X = 0, 
semper formulas inveniri posse, quae ipsas «a, Betc. A, wetc. rationaliter per 
u, B, C etc. exhibeant: tamen certum est, pro valoribus quibusdam determinatis 
co@fficientium B, C etc. formulas illas indeterminatas evadere posse, ita ut non 
solum impossibile sit, incognitas illas rationaliter ex w, B, C etc. definire, sed 
adeo revera quibusdam in casibus valori alicui reali ipsius « nulli valores reales 
ipsarum «a, Betc. A, p etc. respondeant. Ad confirmationem huius rei brevitatis 
gratia ablego lectorem ad diss. ipsam E., ubi p. 236 aequatio quarti gradus fusius 
explicata est. Statim quisque videbit, formulas pro co£fficientibus «a, 6 indeter- 
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minatas fieri, i C—=0 et pro u assumatur valor 0. illorumque valores non so- 
lum sine extractione radicum assignari non posse, sed adeo ne reales quidem esse, 
si fuert BB—4D quantitas negativa. Cuamquam vero in hoc casu « adhuc 
alios valores reales habere, quibus valores reales ipsarum «a, 5 respondeant, fa- 
cile perspici potest: tamen vereri aliquis posset, ne huius difficultatis enodatio 
‚quam E, omnino non attigit) in aequationibus altioribus multo maiorem operam 
facessat. Certe haec res in demonstratione exacta neutiquam silentio praeteriri 
debet. 

3. Il. E. supponit tacite, aequationem X — 0 habere 2m radices, ha- 
rumque summanm statuit — 0, ideo quod terminus secundus in X abest. Quo- 
modo de hac licentia (qua omnes auctores de hoc argumento utuntur) sentiam, iam 
supra art. 3 declaravi. Propositio, summam omnium radicum aequationis alicu- 
ius coöfficienti primo, mutato signo, aequalem esse, ad alias aequationes appli- 
canda non videtur, nisi quae radices habent: iam quum per hanc ipsam demon- 
strationem evinci debeat, aequationem X — 0 revera radices habere, haud per- 
missum videtur, harım existentiam supponere. Sine dubio ii, qui huius paralo- 
gismi fallaciam nondum penetraverunt, respondebunt, Aic non demonstrari, aequa- 
timi X = 0 satisfieri posse (nam hoc dicere vult expressio, eam habere radices), 
sed tantummodo, ipsi per valores ipsius x sub forma a+by—1 contentos satisfleri 
posse; illud vero tamquam axwioma supponi. At quum aliae quantitatum formae, 
praeter realem et imaginariam a-+-by—1 coneipi nequeant, non satis luculen- 
tum videtur, quomodo id, quod demonstrari debet, ab eo, quod tamquam axioma 
supponitur, differat; quin adeo si possibile esset adhuc alias formas quantitatum 
excogitare, puta formam F\, F”, F” ete.: tamen sine demonstratione admitti non 
deberet, cuins aequationi per aliquem valorem ipsius x aut realem. aut sub forma 
a+by—1, autsub forma F, autsub F’ etc. contentum satisfieri posse. Quam- 
obrem axioma illud alium sensum habere nequit quam hunc: Cuivis aequationi 
satisfieri potest auf per valorem realem incognitae, aut per valorem imaginarium 
sub forma a+by—1 contentum, aut forsan per valorem sub forma alia hucus- 
que ignota contentum, aut per valorem, qui sub nulla omnino forma continetur. 
Sed quomodo huiusmodi quantitates, de quibus ne ideam quidem fingere potes 
— vera umbrae umbra — summari aut multiplicari possint, hoc ea perspicuitate, 
quae in mathesi semper postulatur, certo non intelligitur *). 





ä *) Tota haec res multum illustrabitur per aliam disquisitionem sub prelo iam sudantem, ubi in argu- 


OMNEM FUNCTIONEM ALGEBRAICAM ETC. 15 


Ceterum conclusiones, quas FE. ex suppositione sua elicuit, per has obieetio- 
nes haudquaquam suspectas reddere volo; quin potius certus sum, illas per me- 
thodum neque difficilem neque ab Evseriana multum diversam ita comprobari 
posse, ut nemini vel minimus serupulus superesse debeat. Solam formam repre- 
hendo, quae quamvis in inveniendis novis veritatibus magnae utilitatis esse possit, 
tamen in demonstrando, coram publico, minime probanda videtur. 

4. Pro demonstratione assertionis, produetum pgr ete. ex coöflicientibus 
in X rationaliter determinari posse, ill. E. nihil omnino attulit. Omnia, quae 
hac de re in aequationibus quarti gradus explicat, haec sunt (ubi a,b, c,d sunt 
radices aequationis propositae «+ Bxrx+Cx-+D — 0): 

“On m’objectera sans doute, que jai suppose iei, que la quantit& pgqr etait 
une quantite reelle, et que son quarre ppggrr £tait affirmatif; ce qui etait en- 
core douteux, vu que les racines a, b, c, d &tant imaginaires. il pourrait bien arri- 
ver, que le quarre de la quantit pgr, quien est composee, fut negatif. Or je re- 
ponds & cela que ce cas ne saurait jamais avoir lieu; car quelque imaginaires que 
soient les racines a, b,c,d, on sait pourtant, qu'il doit yavoir a+#b+-c-+Hd = 0: 
ab+actad+bc+bb + —B; abe +abb ta tb = — C*); abed—D, 
ces quantites B, C, D etant reelles. Mais puisque p=a+b, g=a-+t., 
r=a-+b, leur produit pgr = (a-+b)/{a+c)/a+b) est determinable comme on 
sait, par les quantites B, C, D, et sera par consdquent reel, tout comme nous 
avons vu, quil est effeetivement pqr = —C, et ppqgrr = CC. On recon- 
naitra aisement de m&me, que dans les plus hautes quations cette m&me ecir- 
eonstance doit avoir lieu. et qu’on ne saurait me faire des objections de ce 
eöte.” Conditionem, productum pgr ete. rationaliter per B, Ü etc. determi- 
nari posse, E. nullibi adiecit, attamen semper subintellexisse videtur, quum abs- 
que illa demonstratio nullam vim habere possit. Jam verum quidem est in ae- 
quationibus quarti gradus, si productum {a—+-b){a+c)(a—+b) evoluatur, obtineri 
adaatb+c+dtabe+abdt-acd + bed = — C, attamen non satis perspieuum 


videtur, quomodo in omnibus aequationibus superioribus productum rationaliter 





mento longe quidem diverso, nihilominus tamen analogo, licentiam similem prorsus eodem iure usurpare 
potuissern, ut hie in aequationibus ab omnibus analyatis factum est. Quamquam vero pluriom veritatum de- 
monstrationes adiumento talium fietionum paueis verbis absolvere lieuisset, qune absque his perquam difficiles 
evadunt et subtilissima artificia requirunt,, tamen illix omnino abstinere malui, speroque, paueis me antifactu- 
rum fuisse, si analystarım methodum imitatus essem. 

*) E. per errorem habet (’, unde etiam posten perperam statuit pyr = (. 
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per coöfficientes determinari possit. Clar. pe Foxcesex, qui primus hoc obser- 
vavit (Miscell. phil. math. soc. Taurin. T. I. p. 117), recte contendit, sine demon- 
stratione rigorosa huius propositionis methodum omnem vim perdere, illam vero 
satis difficilem sibi videri confitetur, et quam viam frustra tentaverit, enarrat‘*). 
Attamen haec res haud difficulter per methodum sequentem (cuius summam ad- 
digitare tantummodo hie possum) absolvitur: Quamquam in aequationibus quarti 
gradus non satis clarum est, productum {a+b)/a+c}{a-+d} per coöflicien- 
tes B, C, D determinabile esse, tamen facile perspici potest, idem produetum 
etiam esse —/(b-+a)(b+c){b+b), nee non =(c+ta)/c+bjic+b), denique 
etiam —= (b-+a)(d+b)(d-+c). Quare productum pgr erit quadrans summae 
(+++) HEHE H HH HIHa)ecHBCHD HH) +H)d-re), 
quam, si evolvatur, fore functionem rationalem integram radicum a, b,c,b ta- 
lem, in quam omnes eadem ratione ingrediantur, nullo negotio a priori praevi- 
deri potest. Tales vero functiones semper rationaliter per co@fficientes aequationis, 
cuius radices sunt a, b,c,d, exprimi possunt. __ Idem etiam manifestum est, 
si productum pqr sub hanc formam redigatur: 


ab —c— dx dla +c—b—d) x Ha-+d—b—ı) 


quod productum evolutum omnes a, b, c, d eodem modo implicaturum esse facile 
praevideri potest. Simul periti facile hinc colligent, quomodo hoc ad altiores ae- 
quationes applicari debeat. _ Completam demonstrationis expositionem, quam 
hic apponere brevitas non permittit, una cum uberiori disquisitione de functioni- 
bus plures variabiles eodem modo involventibus ad aliam occasionem mihi reservo. 

Ceterum observo, praeter has quatuor obiectiones, adhuc quaedam alia in 
demonstratione E. reprehendi posse, quae tamen silentio praetereo, ne forte cen- 
sor nimis severus esse videar, praesertim quum praecedentia satis ostendere vi- 
deantur, demonstrationem in ea quidem forma, in qua ab E. proposita est, pro 
completa neutiquam haberi posse. 

Post hanc demonstrationem, E. adhuc aliam viam theorema pro aequationi- 
bus, quarum gradus non est potestas binaria, ad talium aequationum resolutio- 
nem reducendi ostendit: attamen quum methodus haec pro aequationibus quarum. 


*) In hanc expositionem error irrepsisse videtur, scilicet p. 118. 1. 5. loco charasteris p (on choisis- 
sait seulement celles oü entrait p etc.), necessario legere oportet, une meme racine quelcongue de Tequa- 
tion proposer, aut simile quid, quum illud nullum sensum habent. 
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gradus est potestas binaria, nihil doceat, insuperque omnibus obiectionibus praecc. 
(praeter quartam) aeque obnoxia sit ut demonstratio prima generalis: haud necesse 
est illam hic fusius explicare. 


9. 

In eadem commentatione ill. E. theorema nostrum adhuc alia via confir- 
mare annixus est p. 263, cuius summa continetur in his: Proposita aequatione 
a" + Aa"'+ Ba”? ete. —= 0, hucusque quidem expressio analytica, quae ipsius 
radices exprimat, inveniri non potuit, si exponens n>>4; attamen certum esse 
videtur {uti asserit E.), illam nihil aliud continere posse, quam operationes arith- 
meticas et extractiones radicum eo magis complicatas, quo maior sit n. Si hoc 
conceditur, E. optime ostendit, quantumvis inter se complicata sint signa radica- 
lia, tamen formulae valorem semper per formam M-+-NyY—1 repraesentabilem 
fore, ita ut M, N sint quantitates reales. 

Contra hoc ratiocinium obiici potest, post tot tantorum geometrarum labo- 
res perexiguam spem superesse, ad resolutionem generalem aequationum algebrai- 
carıum umquam perveniendi, ita ut magis magisque verisimile fiat, talem resolu- 
tionem omnino esse impossibilem et contradietoriam. Hoc eo minus paradoxum 
videri debet, quum id, quod vulgo resolutio aequationis dicitur, proprie nihil aliud sit 
quam ipsius reductio ad aequationes puras. Nam aequationum purarum solutio hin« 
non docetur sed supponitur, et si radieem aequationis @"—=H per YH expri- 
mis, illam neutiquam solvisti, neque plus fecisti, quam si ad denotandam radicem 
aequationis "+ Ax2""'"+ ete. — 0 signum aliquod excogitares, radicemque huie 
aequalem poneres. Verum est, aequationes puras propter facilitatem ipsarum ra- 
dices per approximationem inveniendi, et propter nexum elegantem, quem omnes 
radices inter se habent, prae omnibus reliquis multum praestare, adeoque neuti- 
quam vituperandum esse, quod analystae harum radices per signum peculiare de- 
notaverunt: attamen ex eo, quod hoc signum perinde ut signa arithmetica addi- 
tionis, subtractionis, multiplicationis, divisionis et eveetionis ad dignitatem sub 
nomine erpressionum analyticarım complexi sunt, minime sequitur cuiusvis acqua- 
tionis radicem per illas exhiberi posse. Seu, missis verbis, sine ratione sufficienti 
supponitur, cuiusvis aequationis solutionem ad solutionem aequationum purarum 
reduci posse. Forsan non ita difficile foret, impossibilitatem iam pro quinto gradu 
omni rigore demonstrare, de qua re alio loco disquisitiones meas fusius proponam. 

3 
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Hie sufficit, resolubilitatem generalem aequationum, in illo sensu acceptam , ad- 
huc valde dubiam esse, adeoque demonstrationem, cuius tota vis ab illa supposi- 
tione pendet, in praesenti rei statu nihil ponderis habere. 


10. 

Postea etiam clar. pe Foxcexex, quum in demonstratione prima Evrerr de- 
fectum animadvertisset (supra art. 8 obiect. 4), quem tollere non poterat, adhuc 
aliam viam tentavit et in comment. laudata p. 120 in medium protulit*). Quae 
consistit in sequentibus. 

Proposita sit aequatio Z— 0, designante Z functionem m“ gradus in- 
cognitae z. Si m est numerus impar, iam constat, aequationem hanc habere 
radicem realem; si vero m est par, clar. F. sequenti modo probare conatur, ae- 
quationem ad minimum unam radicem formae p-+qy—1 habere. Sit m = ?"i, 
designante ? numerum imparem, supponaturque zz-+-uz-+M esse divisor 
functionis Z. Tune singuli valores ipsius # erunt summae binarum radicum ae- 
quationis Z = 0 (mutato signo), quamobrem u habebit "= m’ valores, 
etsi « per aequationem U 0 determinari supponitur (designante U’ functio- 
nem integram ipsius u et coöfficientium cognitorum in Z), haec erit gradus m’*, 
Facile vero perspieitur, m’ fore numerum formae 2”"'i', designante i’ numerum 
imparem, Jam nisi m’ est impar, supponatur iterum, #u#u—+ u'u—+ M' esse divisorem 
ipsius U, patetque per similia ratiocinia, « determinari per aequationem U’—0. 
ubi U” sit functio em gradus ipsius w. Posito vero ig, erit m" 
numerus formae 2"*i", designante ö” numerum imparem. lam nisi m“ est im- 
par, statuatur wu-+-u"W-+M" esse divisorem functionis U’, determinabiturque 
«" per aequationem U”— 0, quae si supponitur esse gradus m", m” erit nu- 
merus formae 2”"%", Manifestum est, in serie aequationum UT—=0, UT’'—0, 
U" — 0 etc. n“”" fore gradus imparis adeoque radicem realem habere, Statue- 
mus brevitatis gratia rn = 3, ita ut aequatio U" 0 radicem realem «” habeat, 

-nullo enim negotio perspicitur, pro quovis alio valore ipsius » idem ratiocinium 
valere. Tunc coöfficientem M” per u” et co@fficientes in U” (quos fore functio- 
nes integras coßfficientium in Z facile intelligitur), sive per u” et coöfficientes in 


*) In tomo secundo eorundem Miscelleneorum p. 337 dilueidationes ad hanc commentationem continen- 
tur: attamen hao ad disquisitionem praesentem non pertinent, sed ad logarithmos quantitatum negativarum, 
le quibus in endem comm, sermo fucrat, 
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Z rationaliter determinabilem fore asserit clar. de F., et proin realem. Hine se- 
quitur, radices aequationis uwW+ ww M"— 0 sub forma p-+gy—1 conten- 
tas fore; eaedem vero manifesto aequationi U’— 0 satisfacient: quare dabitur 
valor aliquis ipsius u’ sub forma p-+qy—1 contentus. Iam coöfficiens M’ (ecodem 
modo ut ante) rationaliter per u et coöfficientes in Z determinari potest, adeoque 
etiam sub forma p-+qgy—1 contentus erit; quare aequationis wu wu M' 
radices sub eadem forma contentae erunt, simul vero aequationi T—=0 satisfa- 
cient, i. e. aequatio haec habebit radicem sub forma p-+gy—1 contentam. De- 
nique hine simili ratione sequitur, etiam M sub eadem forma contineri, nee non 
radicem aequationis zz--uz-+M — 0, quae manifesto etiam aequationi propo- 
sitae Z=0 satisfaciet. Quamobrem quaevis aequatio ad minimum unam radi- 
cem formae p-+qy—1 habebit. 


11, 

Obiectiones 1, 2, 3, quas contra Evzerı demonstrationem primam feci (art. $), 
eandem vim contra hanc methodum habent, ea tamen differentia, ut obiectio se- 
cunda, cui Euzerı demonstratio tantummodo in quibusdam casibus specialibus ob- 
noxia erat, praesentem in omnibus casibus attingere debeat. Scilicet a priori de- 
monstrari potest, etiamsi formula detur, quae co£flicientem M’ rationaliter per «' 
et coöfhicientes in Z exprimat, hanc pro pluribus valoribus ipsius w' necessario 
indeterminatam fieri debere; similiterque formulam, quae co&fficientem M” per 
u exhibeat, indeterminatam fieri pro quibusdam valoribus ipsius #” ete. Hoc 
luculentissime perspicietur, si aequationem quarti gradus pro exemplo assumimus. 
Ponamus itaque m = 4, sintque radices aequationis Z=0, hae a,B, y, 6. 
Tum patet, aequationem U=0 fore sexti gradus ipsiusque radicees — (a +0), 
— (a-+y), —la+d), —(ö+yY), —(6-+Öö), —(y+6). Aecquatio U’ 0 au- 
tem erit decimi quinti gradus, et valores ipsius « hi 


2a+b-+y, 2a+d5-+Ö, 2a-+-Yy+6, 265-a+y, 25-+a+6b, 26+-Y-+6, 
2y+a+b, 2y+a+6, 2y+5+ö, 2ö+a+5, 2ö+-a+y, 2ö+6-+7, 
a+5+y+Öö, a+5+Yy+Ö, a+5+Yy+6 


Iam in hac aequatione, quippe cuius gradus est impar, subsistendum erit, habe- 

bitque ea revera radicem realem «+5 -+y-+-Ö {quae primo co@fficienti in Z mu- 

tato signo aequalis adeoque non modo realis sed etiam rationalis erit. si co@flicien- 
3 * 
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tes in Z sunt rationales). Sed nullo negotio perspiei potest, si formula detur, 
quae valorem ipsius M’ per valorem respondentem ipsius w' rationaliter exhibeat, 
hanc necessario pro «= a+5-+-y-+-ö indeterminatam fieri. Hic enim valor 
ter erit radix aequationis U’ D, respondebuntque ipsi tres valores ipsius M', 
puta (a+-B){y-+6), (a-+y)(ö+ö)et(a-+8)(6+y), qui omnes irrationales esse 
possunt. Manifesto autem formula rationalis neque valorem irrationalem ipsius 
M' in hoc casu producere posset, neque tres valores diversos. Ex hoc specimine 
satis colligi potest, methodum clar. DE Foxcexexii neutiquam esse satisfacientem, 
sed si ab omni parte completa reddi debeat, multo profundius in theoriam elimi- 
nationis inquiri oportere. 


12. 

Denique ill. La Grange de theoremate nostro egit in comm. Sur la forme 
des racines imaginaires des equations, Nouv. M&m. de T Acad. de Berlin 1772, 
p. 222 sqq. Magnus hic geometra imprimis operam dedit, defectus in Eurerı de- 
monstratione prima supplere et revera praesertim ea, quae supra (art. 8) obiectio- 
nem secundam et quartam constituunt, tam profunde perscrutatus est, ut nihil am- 
plius desiderandum restet, nisi forsan in disquisitione anteriori super theoria eli- 
minationis (cui investigatio haec tota innititur) quaedam dubia superesse videan- 
tur. _ Attamen obiectionem tertiam omnino non attigit, quin etiam tota dis- 
quisitio superstructa est suppositioni, quamvis acquationem m" gradus revera m 
radices habere, 

Probe itaque iis, quae hucusque exposita sunt, perpensis, demonstrationem 
uovam theorematis gravissimi ex principiis omnino diversis petitam peritis haud 
ingratam fore spero, quam exponere statim aggredior. 


13. 

Lesma. Denotante m numerum integrum positivum quemcunque , functio 
sing." — sinmg.r""Tc+ sin (m—1)p.r" divisibilis erit per 2x —2cosg.rc+rr. 

Demonstr. Pro m — 1 funectio illa fit — 0 adeoque per quemcunque facto- 
rem divisibilis; pro m = 2 quotiens fit sin, et pro quovis valore maiori quo- 
tiens erit sinp.2”"?+sin2y.ra” "+ sin3p.rra"t+ete. + sin (m — 1)9.1""*, 
Facile enim confirmatur, multiplicata hac functione per 2.r— 2c0sy.rec+rr, 
produetum functioni propositae aequale fieri. 
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14. 


Lemma. Si quantitas r angulusque 9 ita sunt determinati, ut habeantur ae- 
quationes 


r" com + Ar""!cos(m— 1) + Br”"?cos(m— 2) + etc. 


+Krrcos29g+Lresg +—M=0 . . [N 
r" sinmy + Ar""sin(m —1)p+ Br" "sin (m— 2) + etc. 
+Krrsin2zg-+Lrsing=0 . . [Ri 


Ffunctio #" + Ax”"+Ba””+ etc. +Krr+Le+M=X dirisibilis erit per 
‚factorem duplicem x — 2.0084.re-+rr, simodo rsinp non =; sivero rsing=0, 
eadem functio divisibilis erit per factorem simplicem 2 —r cos. 

Demonstr. 1. Ex art. praec. omnes sequentes quantitates divisibiles erunt 
per 2x — 2cosp.rc—+rr: 


sing.re” — sinmg.r"x + sin{@m—1)y.r"*' 
Asing.re”"— Asin{m —1)9.r”"""2-+ Asin(m—2)%.r" 
Bsing. ra" — Bsin (m —2)9.r"""c+ Bsin (m — 3), . "1" 


etc. etc. 
Ksing.ree —Ksin 29.rre +Ksing .r” 
Lsing.re —Lsing.re . 
Msing.r : —+Msin(—z).r 


Quamobrem etiam summa harum quantitatum per 20 — 2cos$.re-trr 
divisibilis erit. At singularum partes primae constituunt summam sing.rX: 
secundae additae dant 0, propter |2}; tertiarum vero aggregatum quoque eva- 
nescere, facile perspieitur, si [1) multiplicatur per sing, [2] per cosp, pro- 
ductumque illud ab hoc subdueitur. Unde sequitur, functionem sinp.rX di- 
visibilem esse per #2 — 2cosp.re-+rr, adeoque, nisi fuerit rsing — 0, etiam 
funetionem X. Q.E.P. 

Il. Si vero rsinp—=0, eritaut r—=0 aut sinp= 0. In casu priori erit 
M = 0, propter |1]. adeoque X per x sive per #—rcosp divisibilis; in poste- 
riori erit cosp= +1, 00529 — +1, 00839 = +1 et generaliter cosnp = cosg". 
Quare propter |1| fit X —=0, statuendo 2 =rcosy, et proin funcetio X per 
2—rcosp erit divisibilis. Q. ES. 
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15. 

Theorema praecedens plerumque adiumento quantitatum imaginariarum de- 
monstratur, vid. Ever Introd. in Anal. Inf. T.I. p. 110; operae pretium esse duxi, 
ostendere, quomodo aeque facile absque illarum auxilio erui possit. Manifestum 
iam est, ad demonstrationem theorematis nostri nihil aliud requiri quam ut osten- 
datur: Proposita functione quacungue X formae "+ Ax”"'+ Ba”? etc. 
—Lx-+-M, r et y ita determinari posse, ut aequationes |1) et [2] locum habeant. 
Hinc enim sequetur, X habere factorem realem primi vel secundi gradus; divisio 
autem necessario producet quotientem realem inferioris gradus, qui ex eadem ra- 
tione quoque factorem primi vel secundi gradus habebit. Per continuationem hu- 
ius operationis X tandem in factores reales simplices vel duplices resolvetur. Il- 
iud itaque theorema demonstrare, propositum est sequentium disquisitionum. 


16. 

Coneipiatur planum fixum infinitum (planum tabulae, fig. 1), et in hoc recta 
fixa infinita GC per punctum fixum C transiens, Assumta aliqua longitudine 
pro unitate ut omnes rectae per numerosexprimi possint, erigatur in quovis puncto 
plani P, cuius distantia a centro C est r angulusque GCP=7, perpendieu- 

lum aequale valori expressionis 


r" sinmp-+ Ar” "sin (m—1)g+ etc. + Lrsing 


quem brevitatis gratia in sequentibus semper per T designabo. Distantiam r 
semper tamquam positivam considero, et pro punctis, quae axi ab altera parte 
iacent, angulus 9 aut tamquam duobus rectis maior, aut tamquam negativus 
(quod hie eodem redit) spectari debet. Extremitates horum perpendieulorum (quae 
pro valore positivo ipsius 7' supra planum accipiendae sunt, pro negativo infra, 
pro evanescente in plano ipso) erunt ad superficiem curvam continuam quaquaver- 
sum infinitam, quam brevitatis gratia in sequentibus superficiem primam vocabo. 
Prorsus simili modo ad idem planum et centrum eundemque axem referatur alia 
superficies, cuius altitudo supra quodvis plani punctum sit 


r" cosmy + Ar”! cos{m—1)g + ete. + Lreosg + M 


quam expressionem brevitatis gratia semper per U denotabo. Superficiem vero 
hanc, quae etiam continua et quaquaversum infinita erit, per denominationem 
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superficiei secundae a priori distinguam. Tunc manifestum est, totum negotium in 
eo versari, ut demonstretur, ad minimum unum punctum dari, quod simul in 
plano, in superficie prima et in superficie secunda iaceat. 


17. 

Facile perspiei potest, superficiem primam partim supra planum partim in- 
fra planum iacere; patet enim distantiam a centro r tam magnam accipi posse, 
ut reliqui termini in 7’ prae primo r"sinmyp evanescant; hic vero, angulo 9 rite 
determinato, tam positivus quam negativus fieri potest. Quare planum fixum ne- 
cessario a superficie prima secabitur; hanc plani cum superficie prima intersectio- 
nem vocabo lineam primam; quae itaque determinabitur per aequationem T—= 0. 
Ex eadem ratione planum a superficie secunda secabitur; intersectio constituet 
curvam per aequationem U— 0 determinatam, quam lineam secundam appel- 
labo. Proprie utraque curva ex pluribus ramis constabit, qui omnino seiuneti 
esse possunt, singuli vero erunt lineae continuae. Quin adeo linea prima sem- 
per erit talis, quam complexam vocant, axisque @C tamquam pars huius curvae 
spectanda; quicunque enim valor ipsi r tribuatur,; 7’ semper fiet — 0, quando 
x aut = 0 aut = 180°. Sed praestat complexum cunctorum ramorum per omnia 
puncta, ubi T’= 0, transeuntium tamquam unam curvam considerare (secundum 
usum in geometria sublimiori generaliter receptum), similiterque eunctos ramos 
per omnia puncta transeuntes, ubi U=0. Patet iam, rem eo reduetam esse, 
ut demonstretur, ad minimum unum punctum in plano dari, ubi ramus aliquis 
lineae primae a ramo lineae secundae secetur. Ad hunc finem indolem harum li- 
nearum propius contemplari oportebit. 


18. 

Ante omnia observo, utramque curvam esse algebraicam, et quidem, si ad 
coordinatas orthogonales revocetur, ordinis m". Sumto enim initio abseissarum 
in ©, abscissisque x versus G, applicatis y versus P, erit @=rc05s9, y=rsing, 
adeoque generaliter, quidquid sit n, 

Pad ae ppm 


"can "— 





wur a E etc. 


«3.4 


Quamobrem tum T tum U constabunt ex pluribus huiusmodi terminis az”y®, 
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denotantibus «, 6 numeros integros positivos, quorum summa, ubi maxima est, 
ft =m. Üeterum facile praevideri potest, cunctos terminos ipsius 7 factorem 
y involvere, adeoque lineam primam proprie ex recta (cuius aequatio y=0) et 
curva ordinis m —1® compositam esse; sed necesse non est ad hanc distinetio- 
nem hic respicere. 

Maioris momenti erit investigatio, an linea prima et secunda crura infinita 
habeant, et quot qualiaque. In distantia infinita a puncto C linea prima, cuius 
aequatio sinmp-+ #sin (m —1)y+2 sin (m — 2)» etc. — 0, confundetur cum ]i- 
nea, cuius aequatio sinmp==0. Haec vero exhibet m lineas rectas in puncto 
C se secantes, quarum prima est axis @C@’, reliquae contra hane sub angulis 
= 180, = 180, Fi 150 etc. graduum inclinatae, Quare linea prima 2m ramos in- 
finitos habet, qui peripheriam circuli radio infinito descripti in 2m partes aequa- 
les dispertiuntur, ita ut peripheria a ramo primo secetur in concursu cireuli et axis, 
a secundo in distantia „180°, a tertio in distantia 150° etc. Eodem modo 
linea secunda in distantia infinita a centro habebit asymptotam per aequationem 
cosmy— 0 expressam, quae est complexus m rectarum in puncto C sub aequa- 
libus angulis itidem se secantium, ita tamen, ut prima cum axe C'G constituat 
angulum z90", secunda angulum „90°, tertia angulum 90° etc, (Juare li- 
nea secunda etiam 2m ramos infinitos habebit, quorum singuli medium locum 
inter binos ramos proximos lineae primae occupabunt, ita ut peripheriam circuli 
radio infinite magno descripti in punctis, quae = 90°, =90°, „90° etc. ab axe 
distant, secent. Üeterum palam est, axem ipsum semper duos ramos infinitos 


tum,  Tuculentissime hic ramo- 


lineae primae constituere, puta primum et m-+ 
rum situs exhibetur in fig. 2, pro casu m 4 constructa, ubi rami lineae secun- 
dae, ut a ramis lineae primae distinguantur, punctati exprimuntur, quod etiam 
de figura quarta est tenendum *. __ (Quum vero hae conclusiones maximi mo- 
inenti sint, quantitatesque infinite magnae quosdam lectores offendere possint: 


illas etiam absque infinitorum subsidio in art. sequ. eruere docebo. 


19. 
Tuzoresa. Manentibus cunetis ut supra. ev centro U describi poterit circulns, 





*) Figura quarta constructa est supponendo X = 2° — 2rr+ir+1o, in qua itaque lectores ılis- 
quisitionibus generalibus et abstractis ininus assueli situm respectivum utriusque eurvae in conereto intueri 
poterunt, Longitudo lineae ('GF assumta est = 10 (UN = 1,2#255.) 
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in cuius peripheria sint 2m puncta, in quibus T = 0, totidemque, in quibus U 0, 
et quidem ita, ut singula posteriora inter bina priorum iaceant. 

Sit summa omnium coffficientium A, Betc. K, L, M positive acceptorum 
—S, aceipiaturque R simul >Sy2 et >1*): tum dico in circulo radio R 
descripto ea, quae in theoremate enunciata sunt, necessario locum habere. Sci- 
licet designato brevitatis gratia eo puncto huius circumferentiae, quod 245 gra- 
dibus ab ipsius concursu cum laeva parte axis distat, sive pro quo 9 —= 45°, 
per (1); similiter eo puncto, quod = 45° ab hoc concursu distat, sive pro quo 
o—— z45°, per (3); porro eo, ubi = 45°, per (5)etc, usquead ($m—1), 
quod en 45 gradibus ab illo concursu distat, si semper versus eandem partem 
progrederis, (aut 45° a parte opposita), ita ut omnino 4m puncta in peripheria 
habeantur, aequalibus intervallis dissita: iacebit inter (Sm—1) et (1) unum 
punctum, pro quo T== 0; nec non sita erunt similia puncta singula inter (3) et 
(5); inter (7) et (9); inter (11) et (13)etc., quorum itaque multitudo 2m; eodem- 
que modo singula puncta, pro quibus U— 0, iacebunt inter (1) et (3); inter 
(5) et (7); inter (9) et (11), quorum multitudo igitur etiam = 2m; denique prae- 
ter haec 4m puncta alia in tota peripheria non dabuntur, pro quibus vel 7 vel 
U sit =. 

Demonstr. I. In puncto (1) erit mp = 45° adeoque 


T == R"\(RY} + Asin (m—1)g-+% sin(m —2)p- etc. + using) 





summa vero Asin (m — )?+3 sin (m —2)% etc. certo non poterit esse maior quam 
$, adeoque necessario erit minor quam Ry$#: unde sequitur, in hoc puncto valo- 
rem ipsius 7’ certo esse positivum. A potiori itaque 7' valorem positivum habe- 
bit, quando mp inter 45° et 135° iacet, i.e. a puncto (1) usque ad (3) valor 
ipsius 7’ semper positivus erit. Ex eadem ratione 7’ a puncto (9) usquead (11) 
positivum valorem ubique habebit, et generaliter a quovis puncto (81) usque 
ad (Sk-+3), denotante & integrum quemcunque. Simili modo 7 ubique inter 
(5) et (7), inter (13) et (15) etc. et generaliter inter (3k-+5) et (34-7) valorem 
negativum habebit, adeoque in omnibus his intervallis nullibi poterit esse = 0. 
Sed quoniam in (3) hic valor est positivus, in (5) negativus: necessario alicubi 
inter (3) et (5) erit = 0; nec non alicubi inter (7) et (9); inter (11) et (13) etc. 


*) Quando S>y}, conditie prima secundam ; quando vero S<y$, secunda primam implicabit. 
4 
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usque ad intervallum inter (Sm —1) et {1} inel., ita ut omnino in 2m punctis ha- 
beatur ’=0. Q.E.P. 

II. Quod vero praeter haec 2m puncta, alia, hac proprietate praedita, non 
dantur. ita cognoseitur. Quum inter (1) et (3); inter (5) et (7) etc. nulla sint, 
aliter fieri non posset, ut plura talia puncta exstent, quam si in aliquo intervallo 
inter (3) et (5), vel inter (7) et (9) etc. ad minimum duo iacerent, Tum vero ne- 
cessario in eodem intervallo 7 alicubi esset marimum, vel minimum , adeoque 
Fr —=0. Sed 15 —_ m R"* (Reosmp +" — Acos m—t1)p-+ ete.) et cosmp 
inter (3) et (5) semper est negativus et —>y}. Unde facile perspieitur, in toto 
hoc intervallo ;— esse quantitatem negativam; eodemque modo inter (7) et (9) 
ubique positivam; inter (11) et (13) negativam ete., ita ut in nullo horum inter- 
vallorum esse possit 0, adeoque suppositio consistere nequeat. Quare etc. Q.E.S. 

III. Prorsus simili modo demonstratur, U habere valorem negativum ubi- 
que inter {3} et (5), inter (11) et (13) ete. et generaliter inter (5%+-3) et ($k+5); 
positivum vero inter (7) et (9), inter {15) et (17) etc. et generaliter inter (8k-+7) 
et ($%+9). Hinc statim sequitur, U= 0 fieri debere alicubi inter (1) et (3). 
inter (5) et (7) ete., i.e. in 2 punetis. In nullo vero horum intervallorum fieri 
poterit Fr = 0 (quod facile simili modo ut supra probatur): quamobrem plura 
quam illa 2” puncta in circuli peripheria non dabuntur, in quibus fiat U 0. 
Q.ET.etQ. 

Ceterum ea theorematis pars, secundum quam plura quam 2m puncta non 
dantur, in quibus 7 == 0, neque plura quam 2m, in quibus U = 0, etiam 
inde demonstrari potest, quod per aequationes T’= 0, U= 0 exhibentur cur- 
vae m" ordinis, quales a circulo tamquam curva secundi ordinis in pluribus quam 
2m punctis secari non posse, ex geometria sublimiori constat. 


20. 

Si eirculus alius radio maiori quam R ex eodem centro describitur. eodem- 
que modo dividitur: etiam in hoc inter puncta {3) et (5) iacebit punctum unum, 
inquo T'= 0, itemque inter (7) et (9) ete., perspicieturque facile, quo minus 
radius huius eirculi a radio R differat, eo propius huiusmodi puncta inter (3) et (5) 
in utriusque circumferentia sita esse debere. ldem etiam locum habebit, si ceir- 
culus radio aliquantum minori quam R, attamen maiori quam Sy2 et 1, descri- 
bitur. Ex his nullo negotio intelligitur, circuli radio R descripti circumferen- 
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tiam in eo puncto inter (3) et (5), ubi T=0, revera secari ab aliquo ramo li- 
neae primae; idemque valet de reliquis punctis, ubi T’=0. Eodem modo pa- 
tet. eircumferentiam eirculi huius in omnibus 2m puncetis, ubi U— 0, ab ali- 
quo ramo lineae secundae secari. Hae conclusiones etiam sequenti modo exprimi 
possunt: Descripto circulo debitae magnitudinis e centro C', in hunc intrabunt 
2m rami lineae primae totidemque rami lineae secundae, et quidem ita, ut bini 
rami proximi lineae primae per aliquem ramum lineae secundae ab invicem sepa- 
rentur. Vid. fig. 2, ubi circulus iam non infinitae sed finitae magnitudinis erit, 
numerique singulis ramis adscripti cum numeris, per quos in art. praec. et hoc 
limites certos in peripheria brevitatis caussa designavi, non sunt confundendi. 


21. 

lam ex hoc situ relativo ramorum in circulum intrantium tot modis diversis 
deducei potest, intersectionem alicuius rami lineae primae cum ramo lineae secun- 
dae intra eirculam necessario dari, ut, quaenam potissimum methodus prae reli- 
quis eligenda sit, propemodum nesciam. Luculentissima videtur esse haec: De- 
signemus (fig. 2) punctum peripheriae circuli, ubi a laeva axis parte (quae ipsa est 
unus ex 2m ramis lineae primae) secatur, per 0; punctum proximum, ubi ra- 
mus lineae secundae intrat, per 1; punetum huic proximum, ubi secundus lineae 
primae ramus intrat, per 2, etsic porro usquead 4m —I, ita ut in quovis puncto 
numero pari signato ramus lineae secundae in eirculum intret, contra ramus li- 
neae secundae in omnibus punctis per numerum imparem expressis. lam ex geo- 
metria sublimiori constat, quamvis curvam algebraicam, (sive singulas cuiusvis 
curvae algebraicae partes, si forte e pluribus composita sit) aut in se redeuntem 
aut utrimque in infinitum excurrentem esse, adeoque si ramus aliquis curvae al- 
gebraicae in spatium definitum intret, eundem necessario ex hoc spatio rursus ali- 
cubi exire debere*). Hine concluditur facile, quodvis punetum numero pari signa- 


*) Satis bene certe demonstratum esse videtur, curıam algebraicam neque alieubi subito abrumpi 
1 


quo puncto se quasi perdere (ut spiralis logarithmica), quantumque sdio nemo dubium contra hance rem mo- 
vit. Attamen si quis postulat, demonstrationem nullis dubiis obnoxiam alia oceasione tradere suseipiam. In 
casu praesenti vero manifestum est, si aliquis ramus ce. g. 2, ex circulo nullibi exiret (fig. 3), te in eircn- 
ium inter # et 2 intrare, posten circa totum hunce ramum (qui in circuli spatio se perdere deberet) eircum- 
menre, et tandem inter 2 et 4 rursus ex circulo egredi posse, ita ut nullibi in tota via in linenm primam 
ineideris. Hoc vero absurdum esse inde patet, quod in puncto, ubi in circulum ingressus es, superficiem 


4* 





posse (uti e. g. evenit in curva transscendente, cuius aequatio y = i ), neque post spiras infinitas in ali- 


28 DEMONSTRATIO NOVA THEOREMATIS 


tum (seu, brevitatis caussa, quodvis punctum par) per ramum lineae primae cum 
alio puncto pari intra circulum iunetum esse debere, similiterque quodvis punctum 
numero impari notatum cum alio simili puncto per ramum lineae secundae. Quam- 
quam vero haec binorum punctorum connexio secundum indolem functionis X 
perquam diversa esse potest, ita ut in genere determinari nequeat, tamen facile 
demonstrari potest, quaecunque demum illa sit, semper intersectionem lineae primae 
cum linea secunda oriri. 


22. 

Demonstratio huius necessitatis commodissime apagogice repraesentari posse 
videtur. Scilicet supponamus, iunctionem binorum quorumque punctorum parium, 
et binorum quorumque punctorum imparium ita adornari posse, ut nulla inter- 
sectio rami lineae primae cum ramo lineae secundae inde oriatur. (Quoniam axis 
est pars lineae primae, manifesto punctum 0 cum puncto 2m iunctum erit. 
Punctum 1 itaque cum nullo puncto ultra axem sito, i. e. cum nullo puncto per 
numerum maiorem quam 2m expresso iunctum esse potest, alioquin enim linea 
iungens necessario axem secaret. Siitaque I cum puncto m iunetum esse sup- 
ponitur, erit »<2m. Ex simili ratione si 2 cum n' iunctum esse statuitur, erit 
"<n, quia alioquin ramus 2...n’ ramum 1...n necessario secaret. Ex eadem 
canssa punctum 3 cum aliquo punctorum inter 4 et m’ iacentium iunctum erit, 
patetque si 3, 4, 5 etc. iuncta esse supponantur cum an”, n”, n” etc., n” iacere in- 
ter 5 et m”, »” inter 6 et n” etc. Unde perspicuum est, tandem ad aliquod 
punctum A perventum iri, quod cum puncto A+2 iunctum sit, et tum ramus. 
qui in puncto A—+1 in circulum intrat, necessario ramum puncta A et k+2 iun- 
gentem secabit. (Juia autem alter horum duorum ramorum ad lineam primam, 
alter ad secundam pertinebit, manifestum iam est, suppositionem esse contra- 
dietoriam, adeoque necessario alicubi intersectionem lineae primae cum linea se- 
cunda fieri. 


primam supra te habuisti, in egressu, infra; quare necessario alicubi in superfieiem primam ipsam incidere de- 
buisti, sive in punetum lineae primae. — Üeterum ex hoc ratiocinio principiis geometrise situs innixo, quae 
haud minus valida sunt, quam principis geometriae magnitudinis, sequitur tantummodo, si in aliquo ramo li- 
nese primne in eireulum intres, te alio loco ex eirculo rursus egredi posse, semper in linen prima manendo, ne- 
que vero, viam tuam esse lineam continuam in eo sensu, quo in geometria sublimiori aceipitur. Sed hie suffi- 
cit, viam esse lineam continuam in sensu communi, i. e. nullibi interraptam sed ubique cohaerentem. 
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Si haec cum praecedentibus iunguntur. ex omnibus disquisitionibus expli- 
catis colligetur, theorema, quamvis functionem algebraicam rationalem integram unius 
indeterminatae in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse, omni rigore 
demonstratum. 


23. 

Ceterum haud difficile ex iisdem prineipiis deduci potest, non solum unam 
sed ad minimum m intersectiones lineae primae cum secunda dari, quamquam 
etiam fieri potest, ut linea prima a pluribus ramis lineae secundae in eodem puncto 
secetur, in quo casu functio X plures factores aequales habebit. Attamen quum 
hic sufficiat, unius intersectionis necessitatem demonstravisse, fusius huic rei bre- 
vitatis caussa non immoror. Ex eadem ratione etiam alias harum linearum pro- 
prietates hic uberius non persequor, e. g. intersectionem semper fieri sub angulis 
rectis; aut si plura crura utriusque curvae in eodem puncto conveniant, totidem 
crura lineae primae affore, quot crura lineae secundae, haecque alternatim posita 
esse, et sub aequalibus angulis se secare etc. 

Denique observo, minime impossibile esse, ut demonstratio praecedens, quam 
hic principiis geometrieis superstruxi, etiam in forma mere analytica exhibeatur: 
sed eam repraesentationem, quam hic explicavi, minus abstractam evadere cre- 
didi, verumque nervum probandi hic multo clarius ob oculos poni, quam a de- 
monstratione analytica exspectari possit. 

Coronidis loco adhuc aliam methodum theorema nostrum demonstrandi ad- 
digitabo, quae primo aspectu non modo a demonstratione praecedente, sed etiam 
ab omnibus demonstrationibus reliquis supra enarratis maxime diversa esse vide- 
bitur, et quae nihilominus cum D’ALEMBERTIana, si ad essentiam spectas proprie 
eadem est. Cum qua illam comparare, parallelismumque inter utramque explo- 
rare peritis committo, in quorum gratiam unice subiuncta est. 

24, 

Supra planum figurae 4 relative ad axem ÜG punctumque fixum Ü de- 
scriptas suppono superficiem primam et secundam eodem modo ut supra. Accipe 
punctum quodcunque in aliquo ramo lineae primae situm siveubi T=0, (e.g 
quodlibet punctum M in axe iacens), et nisi in hoc etiam U= 0, progredere 
ex hoc puncto in linea prima versus eam partem, versus quam magnitudo abso- 
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luta ipsius U decrescit. Si forte in puncto M valor absolutus ipsius U versus 
utramque partem decrescit, arbitrarium est, quorsum progrediaris; quid vero fa- 
ciendum sit, si U versus utramque partem crescat, statim docebo. Manifestum 
est itaque, dum semper in linea prima progrediaris, necessario tandem te ad 
punctum perventurum, ubi U=0, autad tale, ubi valor ipsius U fiat mini- 
mum, e.g. punctum N. In priori casu quod quaerebatur, inventum est; in poste- 
riori vero demonstrari potest, in hoc puncto plures ramos lineae primae sese in- 
tersecare (et quidem multitudinem parem ramorum), quorum semissis ita compa- 
rati sint, ut si in aliquem eorum deflectas (sive huc sive illuc) valor ipsius U ad- 
hucdum decrescere pergat. (Demonstrationem huius theorematis, prolixiorem 
quam difficiliorem brevitatis gratia supprimere debeo.) In hoc itaque ramo iterum 
progredi poteris, donec U aut fiat = 0 (utiin fig. 4 evenitin P), aut denuo 
minimum. 'Tum rursus deflectes, necessarioque tandem ad punctum pervenies, 
ubi sit U=0. 

Contra hanc demonstrationem obiici posset dubium, annon possibile sit, ut 
quantumvis longe progrediaris, et quamvis valor ipsius U semper decrescat, ta- 
ınen haec decrementa continuo tardiora fiant, et nihilominus ille valor limitem 
aliquem nusquam attingat; quae obiectio responderet quartae in art. 6. Sed haud 
difficile foret, terminum aliquem assignare, quem simulac transieris, valor ipsius 
U necessario non modo semper rapidius mutari debeat, sed etiam decrescere non 
amplius possit, ita ut antequam ad hunc terminum perveneris, necessario valor 
0 iam affuisse debeat. Hoc vero et reliqua, quae in hac demonstratione addigi- 
tare tantummodo potui, alia occasione fusius exsequi mihi reservo. 








Prineipia quibus hascce demonstratio innitifur deteximus Initio Octob. 1797. 
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DEMONSTRATIO NOVA ALTERA THEOREMATIS 
OMNEM FUNCTIONEM ALGEBRAICAM RATIONALEM INTEGRAM 
UNIUS VARIABILIS 


IN FACTORES REALES PRIMI VEL SECUNDI GRADUS RESOLVI POSSE. 


1. 

Quamquam demonstratio theorematis de resolutione functionum algebraica- 
rum integrarum in factores, quam in commentatione sedecim abhine annis pro- 
mulgata tradidi, tum respectu rigoris tum simplicitatis nihil desiderandum relin- 
quere videatur, tamen haud ingratum fore geometris spero, si iterum ad eandem 
quaestionem gravissimam revertar, atque e principiis prorsus diversis demonstra- 
tionem alteram haud minus rigorosam adstruere coner. Pendet scilicet illa demon- 
stratio prior, partim saltem, a considerationibus geometrieis: contra ea, quam hic 
exponere aggredior, principiis mere analyticis innixa erit. Methodorum analyti- 
carum, per quas usque ad illud quidem tempus alii geometrae theorema nostrum 
demonstrare susceperunt, insigniores loco citato recensui, et quibus vitiis laborent 
copiose exposui. Quorum gravissimum ac vere radicale omnibus illis conatibus, 
perinde ac recentioribus, qui quidem mihi innotuerunt, commune: quod tamen 
neutiquam inevitabile videri in demonstratione analytica, iam tunc declaravi. Esto 
iam penes peritos iudicium, an fides olim data per has novas curas plene sit liberata. 


2. 
Disquisitioni principali quaedam praeliminares praemittentur, tum ne quid 
deesse videatur, tum quod ipsa forsan tractatio iis quoque, quae ab aliis iam de- 
5 
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libata fuerant, novam qualemcunque lucem affundere poterit. Ac primo quidem 
de altissimo divisore communi duarum funetionum algebraicarum integrarum unius 
indeterminatae agemus. Ubi praemonendum, hic semper tantum de functionibus 
integris sermonem esse: e qualibus duabus si productum confletur, utraque huius 
dieisor vocatur. Divisoris ordo ex exponente summae potestatis indeterminatae 
quam continet diiudicatur, nulla prorsus coöfficientium numericorum ratione ha- 
bita. Ceterum quae ad divisores communes functionum pertinent, eo brevius ab- 
solvere licet, quod iis, quae ad divisores communes numerorum spectant, omnino 
sunt analoga. 

Propositis duabus functionibus Y, Y’ indeterminatae x, quarum prior sit 
ordinis altioris aut saltem non inferioris quam posterior, formabimus aequationes 
sequentes 


’=yr'’+r” 
Y'’=gr"+r"” 
Y’—- gY"+Y” 
etc. usque ad 
Ye) — my 


ea scilicet lege, ut primo Y’ dividatur sueto more per Y; dein Y” per residuum 
primae divisionis Y’”, quod erit ordinis inferioris uam Y”; tunc rursus residuum 
primum per secundum Y” et sie porro, donec ad divisionem absque-residuo per- 
veniatur, quod tandem necessario evenire debere inde patet, quod ordo functio- 
num Y’, Y", Y” etc. continuo deereseit. Quas functiones perinde atque quo- 
tientes gq. g, g’ etc. esse functiones integras ipsius x, vix opus est monere. His 
praemissis, manifestum est, 

I. regrediendo ab ultima istarum aequationum ad primam, functionem 
Yi* esse divisorem singularum praecedentium, adeoque certo divisorem commu- 
nem propositarum Y, Y", 

Il, Progrediendo a prima aequatione ad ultimam, elucet, quemlibet divi- 
sorem communem functionum Y, Y’ etiam metiri singulas sequentes, et proin 
etiam ultimam Y®, Quamobrem functiones Y, Y’ habere nequeunt ullum di- 
visorem communem altioris ordinis quam Y®), omnisque divisor communis eius- 
dem ordinis ut Y®) erit ad hunc in ratione numeri ad numerum, unde hic ipse 
pro divisore communi summo erit habendus. 
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II. Si Ye) est ordinis 0, i. e. numerus, nulla functio indeterminatae x 
proprie sic dieta ipsas Y, Y’”’ metiri potest: in hoc itaque casu dicendum est, has 
functiones divisorem communem non habere. 

IV. Excerpamus ex aequationibus nostris penultimam; dein ex hac elimi- 
nemus Y#-!) adiumento aequationis antepenultimae; tune iterum eliminemus 
y'?) adiumento aequationis praecedentis et sie porro: hoc pacto habebimus 

YyW) — + yP9_x yle% 
= —_k year ya 
= +K re) _p pe) 
— yet 

etc. 


si functiones A, A, A" etc. ex lege sequente formatas supponamus 

ki 

14 = ge 

K— gPdR +K 

k" Pen MAF HK 

K— ge "+ k' 

etc. 
Erit itaque 
+ ku yE Ken) y'— yW 

valentibus signis superioribus pro pa pari, inferioribus pro impari. In eo itaque 
casu, ubi Y et Y’ divisorem communem non habent, invenire licet hoc modo 
duas functiones Z, Z’ indeterminatae x tales, ut habeatur 

ZY+ZY=1 


V. Haec propositio manifesto etiam inversa valet, puta, si satisfieri potest 
aequationi 
ZY+ZY=1 


ita, ut Z, Z’ sint functiones integrae indeterminatae x, ipsae Yet Y” certo di- 
visorem communem habere nequeunt. 
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3. 

Disquisitio praeliminaris altera circa transformationem functionum symme- 
tricarum versabitur. Sint a, b, c etc. quantitates indeterminatae, ipsarum multi- 
tudo m, designemusque per X illarum summam, per X" summam producetorum e 
binis, per X” summam productorum e ternis ete., ita ut ex evolutione producti 


@—a)(r—b)(r—e).... 
oriatur 
LE Nett etc. 


Ipsae itaque A/,A”,A"ete. sunt functiones symmetricae indeterminatarum a,b,c etc., 
i.e. tales, in quibus hae indeterminatae eodem modo occurrunt, sive clarius, ta- 
les, quae per qualemeunque harum indeterminatarum inter se permutationem non 
mutantur. Manifesto generalius, quaelibet functio integra ipsarum X, X”, X” etc. 
(sive has solas indeterminatas implicet, sive adhuc alias ab a, b, c etc. indepen- 
dentes contineat) erit functio symmetrica integra indeterminatarum a, b, c etc. 


4. 
Theorema inversum paullo minus obvium. Sit p functio symmetrica inde- 
terminatarum a, b, c etc., quae igitur composita erit e certo numero terminorum 
formae 


Matiie.... 


denotantibus «, 6, yetc. integros non negativos, atque M coöfficientem vel de- 
terminatum vel saltem ab a, b, cetc. non pendentem (si forte aliae adhuc indeter- 
minatae praeter a, b, c etc. functionem p ingrediantur). Ante omnia inter sin- 
gulos hos terminos ordinem certum stabiliemus, ad quem finem primo ipsas in- 
determinatas a, b, c etc. ordine certo per se quidem prorsus arbitrario dispone- 
mus, e.g.ita, ut a primum locum obtineat, 5 secundum, c tertium ete. Dein 
e duobus terminis 


Ma’dbel.... et Matter., 
priori ordinem altiorem tribuemus quam posteriori, si fit 


vel a>d, vela=adet6>6', vela=a, 5=b’ety>y) vel etc. 
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i. e. si e differentiis a — a’, 6— 6’, y—y etc. prima, quae non evaneseit, posi- 
tiva evadit. Quocirca quum termini eiusdem ordinis non differant nisi respectu 
coöfficientis M, adeoque in terminum unum conflari possint, singulos terminos 
functionis p ad ordines diversos pertinere supponemus. 

lam observamus, si Ma"b"et..... sit ex omnibus terminis functionis p is, 
cui ordo altissimus competat, necessario a esse maiorem, vel saltem non mino- 
rem, quam 6. Sienim esset 65>«a, terminus Ma’Wc..... ‚ quem functio p, 
utpote symmetrica, quoque involvet, foret ordinis altioris uam Ma’bcl..... 
contra hyp. Simili modo 5 erit maior vel saltem non minor quam y; porro y 
non minor quam exponens sequens öetc.: proin singulae differentiae a— 6, 
6—y, y—Öö etc. erunt integri non negativi. 

Secundo perpendamus, si e quoteunque functionibus integris indetermina- 
tarum a,b. cetc. productum confletur, huius terminum altissimum necessario 
esse ipsum productum e terminis altissimis illorum factorum. Aeque manifestum 
est, terminos altissimos functionum X,‘”’, A” etc. resp. esse a, ab, abc etc. Hinc 
eolligitur, terminum altissimum e producto 


ver, 


prodeuntem esse Ma®b°cl.....; quocirca statuendo p—p — p, terminus al- 
tissimus functionis p' certo erit ordinis inferioris quam terminus altissimus functio- 
nis p. Manifesto autem p, et proin etiam p/, fiunt functiones integrae symme- 
tricae ipsarum a, b, cete. Quamobrem p’ perinde tractata, ut antea p, discer- 
petur in p'—+-p”, ita ut p’ sit productum e potestatibus ipsarum X, A”, "etc. in 
coöfficientem vel determinatum vel saltem ab a,b, c etc. non pendentem, p” vero 
functio integra symmetrica ipsarum a, b, cetc. talis, ut ipsius terminus altissi- 
mus pertineat ad ordinem inferiorem, quam terminus altissimus funetionis g. 
Eodem modo continuando, manifesto tandem p ad formam p+p+p"+p"” ete. 
redacta, i. e. in functionem integram ipsarum X, A", A” etc, transformata erit. 
5. 

T'heorema in art. praec. demonstratum etiam sequenti modo enunciare pos- 
sumus: Proposita functione quacunque indeterminatarum a, b, cetc. integra sym- 
metrica p, assignari potest functio integra totidem aliarum indeterminatarum 
", 7, I” ete. talis, quae per substitutiones "=N, !"—X, !"=X”ete. transeat 
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in p. Facile insuper ostenditur, hoc unico tantum modo fieri posse. Supponamus 
enim, e duabus functionibus diversis indeterminatarum ?', 2", I” ete. puta tum 
ex r, tum ex r post substitutiones "=X, !"—X, !"— X”ete. resultare ean- 
dem functionem ipsarum a, b, cetc. Tune itaque r—r' erit functio ipsarum 
!, 1", 7" etc. per se non evanescens, sed quae identice destruitur post illas sub- 
stitutiones. Hoc vero absurdum esse, facile perspieiemus, si perpendamus, r—r' 
necessario compositam esse e certo numero partium formae 


BrPIPT..... 


quarum coöfficientes M non evanescant, et quae singulae respectu exponentium 
inter se diversae sint, adeoque terminos altissimos e singulis istis partibus pro- 
deuntes exhiberi per 


M artstıt ete, perT+ ete, ertete. 


et proin ad ordines diversos referendos esse, ita ut terminus absolute altissimus 
nullo modo destrui possit. 

Ceterum ipse caleulus pro huiusmodi transformationibus pluribus compen- 
diis insigniter abbreviari posset, quibus tamen hoc loco non immoramur, quum 
ad propositum nostrum sola transformationis possibilitas iam sufficiat. 


6. 
Consideremus productum ex m{m—1) factoribus 
(“—b)ia—c(a—d). 
b—allb—e)(b—d)..... 
(.—a)(c—b)(e—d).. 
(d—a)(d—bild—ec)..... 
ete, 


x 
x 
x 


quod per z denotabimus, et, quum indeterminatas a, b, c etc. symmetrice in- 
volvat, in formam functionis ipsarum X, A”, A” etc. redactum supponemus. Trans- 
eat haec funetio in p, si locoipsarum X, X”, X” etc. resp. substituuntur /', 2”, !"ete. 
His ita factis, ipsam p vocabimus determinantem functionis 


Y — x" [e'ı-l'r n—2 — "2"? etc. 
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Itae. g. pro m = 2 habemus 
p= —l+al" 
Perinde pro m = 3 invenitur 
p= "Ira?" Hal? — ıst "+27 1" 


Determinans functionis y itaque est functio coöfhicientium 7, 2”, !" etc. talis, 
quae per substitutiones !=X, !"=X, !"—=X”ete. transit in productum ex 
omnibus differentiis inter binas quantitatum a,b,cete. In cası eo, ubi m=1, 
i. e. ubi unica tantum indeterminata a habetur, adeoque nullae omnino adsunt 
differentiae, ipsum numerum 1 tamquam determinantem functionis y adoptare 
conveniet. 

In stabilienda notione determinantis, co&fficientes functionis y tamquam 
quantitates indeterminatas spectare oportuit. Determinans functionis cum co&fhi- 
cientibus determinatis 


Y=.ı"—- Li" + La” — Li’ + ete. 


erit numerus determinatus P, puta valor functionis py po "=L,"=L", 
!"— L"ete. Quodsi itaque supponimus, Y resolvi posse in factores simplices 


Y= (#—A)(e—Bie—C)..... 


sive Y oriri ex 
v= (r— aa —b){r—ec)..... 


statuendo a— A, b—= B, c—= Cete., adeoque per easdem substitutiones X,A”, A” ete. 
resp. fieri Z/, L", L"” ete., manifesto P aequalis erit producto e factoribus 


(A—B\(A—C)(A—D)..... 
x(B—A)\(B—C)\B—D).. 
x(C—A)(C—B,(C—D)..... 
x(D—A\D—B\{D—C)..... 

etc 


Patet itaque, sifiat P = 0, inter quantitates A, B, C’ etc. duas saltem aequa- 


les reperiri debere; contra, si non fuerit P= 0, cunctas A, B, C' etc. necessa- 
A . 5 d Y 3 
rio inaequales esse. lIam observamus, si statuamus > Y', sive 
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Y= ma”! — (m—1) La” + (m — 2) Dr”? — (m— 3) La” + etc. 


haberi 


Si itaque duae quantitatum A, B, C etc. aequales sunt, eg. A=B, Y’per 
z— A divisibilis erit, sive Yet Y” implicabunt divisorem communem 2—4. 
Vice versa, si Y’ cum Y ullum divisorem communem habere supponitur, neces- 
sario Y’ aliquem factorem simplicem ex his #— A, e—B, r— C etc. implicare 
debebit, e. g. primum z— A, quod manifesto fieri nequit, nisi A alicui reliqua- 
rum B,C,D ete. aequalis fuerit. Ex his omnibus itaque colligimus duo 
ThueorEMATA : 

I. Si determinans functions Y fit = 0, certo Y cum Y” divisorem commu- 
nem habet, adeoque, si Yet Y’ divisorem communem non habent, deter- 
minans functionis Y nequit esse = 0. 

II. Si determinans functionis Y non est —= 0, certo Y et Y” divisorem com- 
munem habere nequeunt; vel, si Y et Y” divisorem communem habent, ne- 
cessario determinans functionis Y esse debet — 0. 


T. 

At probe notandum est, totam vim huius demonstrationis simplieissimae in- 
niti suppositioni, functionem Y in factores simplices resolvi posse: quae ipsa sup- 
positio, hocce quidem loco, ubi de demonstratione generali huius resolubilitatis 
agitur, nihil esset nisi petitio principii. Ft tamen a paralogismis huie prorsus si- 
milibus non sibi caverunt omnes, qui demonstrationes analyticas theorematis prin- 
cipalis tentaverunt, cuius speciosae illusionis originem iam in ipsa disquisitionis 
enunciatione animadvertimus, quum omnes in formam tantum radicum aequatio- 
num inquisiverint, dum eristentiam temere suppositam demonstrare oportuisset. 
Sed de tali procedendi modo, qui nimis a rigore et claritate abhorret, satis iam in 
commentatione supra citata dietum est. Quamobrem iam theoremata art. praec., 


OMNEM FUNCTIONEM ALGEBRAICAM ETC. 41 


quorum altero saltem ad propositum nostrum non possumus carere, solidiori fun- 
damento superstruemus: a secundo, tamquam faciliori initium faciemus. 


Denotemus per p functionem 


r{r—a){r—e)(r—d)... .. 
b<-uf BF}... 


r{r—a)(r—b)(r—d)... .. 
ta (eb) (e— dt ..... 








r{r—a){r—b)(z—e)..... 
Fa-ayaıy (dc ..... 
+ etc. 


quae, quoniam x per singulos denominatores est divisibilis, fit functio integra 
indeterminatarum x, a, b, cetc. Statuamus porro T = v, ita ut habeatur 


+ etc. 


Manifesto pro 2 —a, fit pv’ —r, unde concludimus, functionem r—pv’ in- 
definite divisibilem esse per 2—a, et perinde per 2—b, 2—cetc., nec non 
per productum v. Statuendo itaque 


2 pu' 
u 


=g 


erit s functio integra indeterminatarum x, a, b, cetc., et quidem, perinde ut p, 
symmetrica ratione indeterminatarum a, b,cete. Erui poterunt itaque functio- 
nes duae integrae r, s, indeterminatarum x, 7,1", !”ete., tales quae per substi- 
tutiones !—=NX, "=", 1"—=NX"ete. transeantin p, o resp. Quodsi itaque ana- 
logiam sequentes, functionem 


m — (mE Hm 2) Er — (m 3) "ri ete. 


i. e. quotientem differentialem 2 per y' denotemus, ita ut y' per ensdem illas 
6 
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substitutiones transeat in v', patet, p— sy —ry’ per easdem substitutiones transire 
in rR—ou—pv, i.e. in 0, adeoque necessario jam per se identice evanescere 
debere (art. 5): habemus proin aequationem identicam 


P=sy+ry 


ud 


Hinc si supponamus, ex substitutione != L, "= L', !"—= L” et. prodire 


r—= Rs=S$, erit etiam identice 
P=-SY+RY 


ubi quum $, R sint functionis integrae ipsius x, P vero quantitas determinata 
seu numerus, sponte patet, Yet Y’ divisorem communem habere non posse, nisi 
fuert P=0. Quod est ipsum theorema posterius art. 6. 


9. 

Demonstrationem theorematis prioris ita absolvemus, ut ostendamus, in 
casu eo, ubi Yet Y’ non habent divisorem communem, certo fieri non posse 
P=0. Ad hunc finem primo, per praecepta art. 2 erutas supponimus duas 
functiones integras indeterminatae x, puta fx et pr, tales, ut habeatur aequa- 
tio identica 

fx. Y+ygı.Y’=ı 
quam hic ita exhibemus: 
fx.» +ya.vV = I+fr.o— +92. 


sive, quoniam habemus 
= (r—bier—c)r—d).... 
ae: d{(z—) Sen u u 
in forma sequente: 
ya2.(2—ber—e)lr—d).... 

+p0.(e a) EM IE N. 

+fe.— ac —b)ir—c) (a —d).... = 1+fe.(— Y)-+g2.D 
Exprimamus brevitatis caussa 


fa. y—N)+p2. 2 
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quae est functio integra indeterminatarum x, !', 2", !” etc. 
per Fix, T', I”, 7" ete.) 


unde erit identice 


I+Hf2.0— N)+pr. I = 14 Flo, X, W, K" etc.) 
Habebimus itaque aequationes identicas /1! 
9a. (a—b)(a—c){a—d).... = 1-+Fla, X, Xi, X” etc.) 
bl — a) b—c)(b—d).... = i-+Flb,N, iM, x” etc.) 
$e.(—a)lc—b)(e—d).... = 1+Fic, X, %, X” ete.) 
etc. 


Supponendo itaque, productum ex omnibus 


1+Fla, !', 1”, I” ete.) 

1+ Fb, !', 1", 1” ete.) 

1+.Fle, 7’, I", 1” etc.) 
etc., 


quod erit functio integra indeterminatarum a, b, cete.. I’, !", !" ete. et quidem 
functio symmetrica respectu ipsarum a, b, cetc., exhiberi per 


ur, A, A” etc, 7, 7”, 2” etc.) 
e multiplicatione cunctarum aequationum [1] resultabit aequatio identica nova [2] 
nya.9b.9C....=YlA,N, etc, A, A, X” etc.) 


Porro patet, quum productum $a.pb.pc.... indeterminatas a, b, c etc. 
symmetrice involvat, inveniri posse functionem integram indeterminatarum 
U, 1", 1” etc. talem, quae per substitutiones !"—X, "=, !"=X"etc. transeat 
in. ga.pb.pc.... Sit # illa functio, eritque etiam identice [3] 


pt= 4, 1", T"ete.. U, 1, 1”) 


quoniam haec aequatio per substitutiones !—=X, "—X, !"=X”ete. in identi- 
cam [2] transit. 
Jam ex ipsa definitione functionis F' sequitur, identice haberi 
6 * 
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Fix, L, L", L” etc.) = 0 
Hinc etiam identice erit 


1+Ffa, L', L", L" etc) = 1 
I+Fib, L, L', L"”ete) = 1 
1+F(c, L, L’, L" etc) = 1 


etc. 
et proin erit etiam identice 
YR,A, A" etc, L,L’, L" ete) —= 1 
adeoque etiam identice [4] 
ul, ”, I" etc, L.L’, DL’ etc) = I 


Quamobrem e combinatione aequationum [3] et [4), et substituend "= L, 
"—=L', !"= L” etc. habebimus [5] 


PT=i. 


si per 7’ denotamus valorem functionis £ illis substitutionibus respondentem. 
Qui valor quum necessario fiat quantitas finita, P certo nequit esse —=0. Q.E.D. 


10. 
E praecedentibus iam perspicuum est, quamlibet functionem integram Y 
unius indeterminatae x, cuius determinans sit = 0, decomponi posse in facto- 
res, quorum nullus habeat determinantem 0. Investigato enim divisore communi 


altissimo functionum Y et 2. illa iam in duos factores resoluta habebitur. Si 


quis horum factorum *) iterum habet determinantem 0, eodem modo in duos facto- 
res resolvetur, eodemque pacto continuabimus, donec Y in factores tales tandem 
resoluta habeatur, quorum nullus habeat determinantem 0. 

Facile porro perspicietur, inter hos factores, in quos Y resolvitur, ad mi- 


*) Revera quidem non nisi factor iste, qui est ille divisor communis, determinantem 0 habere potest. 
Sed demonstratio huius propositionis hocce loco in quasdam ambages perduceret; neque etiam hie necessaria 


est, quum factorem alterum, si et huius determinans evanescere posset, eodem modo tractare, ipsumque in 
factores resolvere lioeret, 
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nimum unum reperiri debere ita comparatum, ut inter factores numeri, qui eius 
ordinem exprimit, binarius saltem non pluries occurrat, quam inter factores nu- 
meri m, qui exprimit ordinem functionis Y’ puta, si statuatur m = k.2*, de- 
notante A numerum imparem, inter factores functionis Y ad minimum unus re- 
perietur ad ordinem 4',2* referendus, ita ut etiam X’ sit impar, atque vel v=p, 
vel v<p. Veritas huius assertionis sponte sequitur inde, quod m est aggrega- 
tum numerorum, qui ordinem singulorum factorum ipsius Y exprimunt. 


11. 

Antequam ulterius progrediamur, expressionem quandam explicabimus, cu- 
ius introduetio in omnibus de functionibus symmetrieis disquisitionibus maximam 
utilitatem affert, et quae nobis quoque peropportuna erit. Supponamus, M esse 
functionem quarundam ex indeterminatis a, b, c ete., et quidem sit p multitudo 
earum, quae in expressionem M ingrediuntur, nullo respectu habito aliarum in- 
determinatarum, si quas forte implicet ipsa M. Permutatis illis eg indetermina- 
tis omnibus quibus fieri potest modis tum inter se tum cum m—p reliquis ex 
a,b, c etc., orientur ex M aliae expressiones ipsi M similes, ita ut omnino ha- 
beantur 


expressiones, ipsa M inclusa, quaram complexum simpliciter dicemus complexum 
omnium M. Hinc sponte patet, quid significet aggregatum omnium M, pro- 
ductum ex omnibus M etc. Ita e.g. r dicetur productum ex omnibus a—b, 
u productum ex omnibus 2—a, v’ aggregatum omnium Fra‘ etc. 

Si forte M est functio symmetrica respectu quarundam ex p indetermi- 
natis, quas continet, istarum permutationes inter se functionem M non va- 
riant, quamobrem in complexu omnium M quilibet terminus pluries, et quidem 
1.2.3.....v vieibus reperietur, si v est multitudo indeterminatarum, quarum 
respectu M est symmetrica. Si vero M non solum respectu v indeterminatarum 
symmetrica est, sed insuper respectu v' aliarum, nec non respectu v” aliarum etec., 
ipsa M non variabitur sive binae e primis v indeterminatis inter se permutentur, 
sive binae e secundis v’, sive binae e tertiis v’ etc., ita ut semper 
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permutationes terminis identicis respondeant. Quare si ex his terminis identicis 
semper unicum tantum retineamus, omnino habebimus 


m(m—ı){m—2){m— 3) ..... m—p+1) 
12 Ioarnc Ya Do Iuanaıte Sole Bacncı Volt. 





terminos, quorum complexum dicemus complerum omnium M exclusis repetitioni- 
bus, ut a compleru omnium M admissis repetitionibus distinguatur. Quoties nihil 
expressis verbis monitum fuerit, repetitiones admitti semper subintelligemus. 

Ceterum facile perspicietur, aggregatum omnium M, vel productum ex 
omnibus M, vel generaliter quamlibet functionem symmetricam omnium M sem- 
per fieri functionem symmetricam indeterminatarum a, b, cetc., sive admittan- 
tur repetitiones, sive excludantur. j 


12. 
lam considerabimus, denotantibus u, x indeterminatas, productum ex omni- 
bus u—(a-+b)z-+ab, exclusis repetitionibus, quod per [ designabimus. Erit 


itaque [ productum ex }m{m—1) factoribus his 


u—[a+b) 2+ab 


uw—(at-clxr-tac 

u—(a+d)r—+ ad 
etc. 

u—(b+-cJxc+be 

w—(b+-d)e+bd 
etc. 

u— (c+H-d)e+cd 
etc. etc. 


Quae functio quum indeterminatas a,b, c etc. symmetrice implicet, assignari 
poterit functio integra indeterminatarum u, x, !', !", 2!” ete., per z denotanda, 
quae transeat in Z, si loco indeterminatarum ?’,/",!”ete. substituantur A,A”,A”etc. 
Denique designemus per Z functionem solarum indeterminatarum u, x, in 
quam z transit, si indeterminatis 7’, 2”, ?” etc. tribuamus valores determinatos 
L, L’, L” etc. 

Hae tres functiones [, z, Z considerari possunt tamquam functiones inte- 
grae ordinis +m/m —1) indeterminatae « cum coöfficientibus indeterminatis, qui 
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quidem coäfficientes erunt 


pro [, functiones indeterminatarum x, a, b, c ete. 
pro z, functiones indeterminatarum x, ', 2", I” etc. 
pro Z, functiones solius indeterminatae x, 


Singuli vero coöfficientes ipsius = transibunt in coöfficientes ipsius [| per substi- 
tutiones !=X, "=, 1"—= X" etc. nec non in coöfficientes ipsius Z per sub- 
stitutiones !=L, "= L’1"—= L”ete. Eadem, quae modo de coäfficienti- 
bus diximus, etiam de determinantibus functionum [, z, Z valebunt. Atque in 
hos ipsos iam propius inquiremus, et quidem eum in finem, ut demonstretur 


Turorema. Quoties non est P— 0, determinans functionis Z certo nequit 
esse identice = 0. 


13. 
Perfacilis quidem esset demonstratio huius theorematis. si supponere lice- 
ret, Y resolvi posse in factores simplices 


(«— Ale—B)(e— C)ie—D)..... 


Tune enim certum quoque esset, Z esse productum ex omnibus u—[A+B)r+AB, 
atque determinantem functionis Z productum e differentiis inter binas quanti- 
tatum 


(A+B)r— AB 
(A+C)z2—AC 
(A+D)x—AD 
etc. 
(B+C)x— BC 
(B+D)x— BD 
etc. 
(C+D)z— CD 
etc. etc 
Hoc vero productum identice evanescere nequit, nisi aliquis factorum per se iden- 
tice fiat — 0, unde sequeretur, duas quantitatum A, B, C’ete. aequales esse, 


adeoque determinantem P functionis Y fieri = 0, contra hyp. 
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At seposita tali argumentatione, quam ad instar art.6 a petitione principii 
proficisci manifestum est, statim ad demonstrationem stabilem theorematis art. 12 
explicandam progredimur. 


14. 
Determinans functionis Z erit productum ex omnibus differentiis inter bi- 
nas (a+b\r— ab, quarım differentiarum multitudo est 


mim —1) (4m m —1)—t) = +{m+1)m(m—ı)(m— 2) 


Hic numerus itaque indicat ordinem determinantis functionis Z respectu indeter- 
minatae x. Determinans functionis z quidem ad eundem ordinem pertinebit: 
contra determinans functionis Z utique ad ordinem inferiorem pertinere potest, 
quoties scilicet quidam coöfficientes inde ab altissima potestate ipsius x evanescunt. 
Nostrum iam est demonstrare, in determinante functionis Z omnes certo co&fhi- 
cientes evanescere non posse. 

Propius considerando differentias illas, quarum productum est determi- 
nans functionis [, deprehendemus, partem ex ipsis (puta differentias inter binas 
(a+b)r—ab tales, quae elementum commune habent) suppeditare 


productum ex omnibus (a—b}\r— ec) 
e reliquis vero (puta e differentiis inter binas (a-Hb)e—ab tales, quarum ele- 
menta diversa sunt) oriri 
productum ex omnibus (a+b—ce—djr—ab+cd, exclusis repetitionibus. 
Productum prius factorem unumquemque a—b manifesto m—2 vicibus con- 


tinebit, quemvis factorem #—c autem (m —1)(m— 2) vieibus, unde facile con- 
eludimus, hocce productum fieri 


— en um) (m—:) 
Quodsi ita productum posterius per p designamus, determinans functionis Z erit 


— gt Im1)(m-2) p 


Denotando porro per r functionem indeterminatarum x, 7’, 7", !” etc. eam, quae 
transit in p per substitutiones "=X, "X, !"—=X"ete., nec non per R 
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functionem solius z, eam, in quam transit r per substitutiones "= L, "= L", 
I" = L” ete., patet determinantem functionis z fieri 


Ze p”?y (m—1) (m—2) r 


determinantem functionis Z autem 


— pr ylm-ı1)(m-2) R 


Quare quum per hypothesin P non sit = 0, res iam in eo vertitur, ut demon- 
stremus, R certo identice evanescere non posse. 


15. 
Ad hunc finem adhuc aliam indeterminatam « introducemus, atque pro- 


dactum ex omnibus 

la +b—c— d)w+-[la— ca —d) 
exclusis repetitionibus considerabimus, quod quum ipsas a, b, c etc. symmetrice 
involvat, tamquam functio integra indeterminatarum w,X,A”, A” ete. exhiberi 
poterit. Denotabimus hanc functionem per f(w, X, A", A” etc.). Multitudo illo- 
rum factorum (a-+-b—c—d)w—+la—c)(a—d) erit 


= +m(m—1)(m — 2) (m — 3) 


unde facile colligimus, fieri 

f\0, jr jr x" etc.) = me) (m—3) 
et proin etiam 

pt, rt, ’e)= ea) 
nec non 

fi, DL, L’, L” etc.) = Plm-2) (m-3) 
Functio f{w, L/, L’, L” etc.) generaliter quidem loquendo ad ordinem 
tm(m— 1) (m— 2) (m— 3) 


referenda erit: at in casibus specialibus utique ad ordinem inferiorem pertinere 
potest, si forte contingat, ut quidam co&fficientes inde ab altissima potestate ipsius 


w evanescant: impossibile autem est, ut illa functio tota sit identice = 0, quum 
i 7 
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aequatio modo inventa doceat, functionis saltem terminum ultimum non eva- 
nescere. Supponemus, terminum altissimum functionis fiw, L/, L", L” ete.), qui 
quidem coöflicientem non evanescentem habeat, esse Nw’. Si igitur substituimus 
w —= r—a, patet, f{e—a, L', L’, L” etc.) esse functionem integram indeter- 
minatarum x, a, sive quod idem est, functionem ipsius z cum coöfficientibus ab 
indeterminata a pendentibus, ita tamen ut terminus altissimus sit Nr”, et proin 
coöfficientem determinatum ab a non pendentem habeat, qui non sit =®. Per- 
inde f(a—b, L/, L", L"ete.), f{e—c, L', L’, L"” etc.) erunt functiones integrae 
indeterminatae x, tales ut singularum terminus altissimus sit N x’, terminorum 
sequentium autem coöflicientes resp. a b, cetc. pendeant. Hinc productum ex 
m factoribus 
fx—a, L, L’, L" etc.) 
fix —b, L, L", L” etc.) 
fie — c, L, L’, L" etc.) 
etc. 
erit functio integra ipsius x, cuius terminus altissimus erit N” =”"*, dum termi- 
norum sequentium coöfficientes pendent ab indeterminatis a, b, c etc. 
Consideremus iam porro productum ex m factoribus his 
fa— a, F, 1", I” ete.) 
fa—b, T, 1", I" etc.) 
fia— ec, !', 1”, 1" etc.) 
etc. 


quod quum sit functio indeterminatarum, x, a, b, c ete., 7’, ”, !” ete., et quidem 
symmetrica respectu ipsarum a, b,cetc., exhiberi poterit tamquam functio inde- 
terminatarum x, %, %”, X” etc. 7’, 2", l” etc. per 


ol, X, X, ete., 7, 7”, 7” etc.) 
denotanda. Erit itaque 
ale, X, MM, ”ete., X,A, A”ete.) 
producetum ex factoribus 
Sa—a,N,K, X” etc.) 
fa —b, N, M, X” ete.) 
fa—cN,X, X” etc.) 
etc. 
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et proin indefinite divisibilis per p, quum facile perspiciatur, quemlibet factorem 
ipsius p in aliquo illorum factorum implicari. Statuemus itaque 


plz, N, a, etc, AA, Mete) = pylz, X, a, A” etc.) 


ubi characteristica $ functionem integram exhibebit. Hinc vero facile deducitur, 
etiam identice esse 


yiz, L, L', L"ete,, L', L', L" etc.) = RY(r, L, L", L" ete.) 
Sed supra demonstravimus, productum e factoribus 


fie —a, L, L', L" ete.) 

fix—b, L, L’, L" ete.) 

fix—c, L, L', L" etc.) 
etc, 


quod erit = plx,X,X,A" etc, L,_L", L"etce.) habere terminum altissimum 
N”x”"; eundem proin terminum altissimum habebit functio p(x, L/, L’, L” ete., 
L', L', L" etc.) adeoque certo non est identice = 0. Quocirca etiam R nequit 
esse identice —= 0, neque adeo etiam determinans functionis Z£ Q.E.D. 


16. 
Turozema. Denotet »(u, x)*”) productum ex quotcunque factoribus talibus, in 
quos indeterminatae u, x lineariter tantum ingrediuntur, sive qui sint formae 


atbutye 
a +buryr 
a +d’u+ y'r 
etc. 
sit porro w alia indeterminata. Tunc functio 


deu, dpla x 
glutw. Sren, eu. ea) =2 
indefinite erit divisibilis per pl(u,a). 
*) Vel nobis non monentibus quisque videbit, signa in art. praec. introducta restringi ad istum 


solum articulum, et proin signifieationem characterum $, ı praesenten non esse confundendam cum pristina. 
7 * 
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Dem. Statuendo 


?u.2) = (a-+6u+Ya)Q 
= (+6 +YQ 
= ("+5u+Y')Q' 

etc. 


erunt Q, Q', Q”ete. functiones integrae indeterminatarum u, x, a, 6,y, «',ö,y, 
a”, 6", y' etc, atque 


Se = YQ +a+5u+72).18 
—=YQ +lea Hut ya).1E « 
= A+a ++). 
etc, 

ae —5Q +a+5u +72). 


=dQ +Ha+Eu+yYe).E 
= +a ++ Ye). 


etc. . 


Substitutis hisce valoribus in factoribus, e quibus conflatur productum 9, 
puta in 


a+6u +ye tim. ru) _ m Arten 


di 
Aa+-du ty +dw. L —yuw. are) 
"+6 urY tw, Aria N y'w. ps: = 
etc. resp. 


hi obtinent valores sequentes 


(a +du-+-ya) (1+6w n- — yw us, 
(+5u + Ye) (i+bw. = —yw IS) 


ä 
@"+ButyY'z)(i+6’w. 2 ru. 1£) 
etc. 
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quapropter Q erit productum ex gY[u,x) in factores 


>, d@ ‚dq 
bw. —yw.i. 


dd ,, dq 
1+-bw..-—yYw. 
1+b’w. — 

etc. i.e. ex »{u,@) in functionem integram indeterminatarum u, a, w, a, 6, y, 

a,d,y, a',6, y' etc. Q.E.D. 


17. 
Theorema art. praec. manifesto applicabile est ad functionem [, quam ab- 
hinc per 
fu, x,X,M, X” etc.) 
exhiberi supponemus, ita ut 
futw.S, a-n.S, X‘, X” etc.) 


indefinite divisibilis evadat per [: quotientem, qui erit functio integra indetermi- 
natarum u, x, w, a, b,cetc., symmetrica respectu ipsarum a, b, c etc., exhibe- 
bimus per 


Yla, 2, w, X, a, A” etc.) 
Hine concludimus, fieri etiam identice 
futw., —w.&, 7,7, 1" etc) = sylu, x. w, 7, 1", 1” ete.) 
nee non 
ftutw.i2, an. L, L’, L” etc.) = ZYlu, &, w, L‘, L’, L” etc.) 
Quodsi itaque functionem Z simpliciter exhibemus per F{u,x), ita ut habeatur 
fiu, x, L, L’, L" ete.) = Fu, «) 
erit identice 


Flu+w.32, a—w.22) = Zi z,w, L, L’, L” etc.) 
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18. 
Si itaque e valoribus determinatis ipsarum «,x, putaex u=U, 2x —=X, 
prodire supponimus 


erit identice 


F(U+wX', X-weU') = F(U,X).y(U, X, w, L, L', L* etc.) 


Quoties U’ non evanescit, statuere licebit 


X—r 


ww == er 





unde emergit 


F(U+F#— 77. 2) = F(U,X).y(U, X, 77°. L, L’, L" ete)) 


quod etiam ita enunciare licet: 
Si in functione Z statuitur v= U+ Fr —.., transibit ea in 


F(U,X).y(U, X, 37°, L, L‘, L” etc) 


19. 

Quum in casu eo, ubi non est P= 0, determinans functionis Z sit 
functio indeterminatae x per se non evanescens, manifesto multitudo valorum de- 
terminatorum ipsius #, per quos hic determinans valorem 0 nancisci potest, erit 
numerus finitus, ita ut infinite multi valores determinati ipsius x assignari pos- 
sint, qui determinanti illi valorem a 0 diversum concilient. Sit X talis valor 
ipsius x (quem insuper realem supponere licet). Erit itaque determinans functio- 
nis F(u,X) non = 0, unde sequitur, per theorema II. art.6, functiones 


t dF(u, X) 
Fiu, X) et DE Tu 


habere non posse divisorem ullum communem. Supponamus porro, exstare aliquem 
valorem determinatum ipsius «, puta U (sive realis sit, sive imaginarius i.e. sub 
forma g-+Ay—t contentus), qui reddat F{u, X)=0, i.e. esse F(U,X)= 0. 
Erit itaque «— U factor indefinitus functionis Fu, X), et proin functio 
- 1.2) certo per u— U non divisibilis. Supponendo itaque, hanc functionem 
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Fe) nancisci valorem U’, si statuatur «= TU, certo essenequit U’—=0. Ma- 
nifesto autem U” erit valor quotientis differentialis partialis := proru=U, ı—=X: 
quodsi itaque insuper pro iisdem valoribus ipsarum «, x valorem quotientis diffe- 
rentialis partialis = per X’ denotemus, perspicuum est per ea quae in art. 
praec. demonstrata sunt, functionem Z per substitutionem 

4 ze U —-% 


identice evanescere, adeoque per factorem 


Ä' X jr. 
“m r—(U+Tr) 
indefinite esse divisibilem. Quocirca statuendo « = rxr, patet, Firx, «) divi- 
sibilem esse per 
x xx, 
2c+ 77 s—(U+ DV’ ) 


adeoque obtinere valorem 0, si pro x accipiatur radix aequationis 





zc+f, PR A == 


i. e, si statuatur 


— X + yUUUT+IXX THX) 
vw -7.72402 — 
au 
quos valores vel reales esse vel sub forma g-+hy—1 contentos constat. 
Facile iam demonstratur, per eosdem valores ipsius x etiam functionem Y 
evanescere debere. Manifesto enim fivx, x,X, A, K"etc.) est productum ex omni- 


bus (r—a)(r—b) exclusis repetitionibus, et proin = u”. Hinc sponte sequitur 


fer, zu etc.) — y 
(ex. x, DL, L*, L"ete.) = Y”" 


sive Fixx, 2) = Y”"", cuius itaque valor determinatus evanescere nequit, nisi si- 
mul evanescat valor ipsius Y. 


20. 
Adiumento disquisitionum praecedentium reducta est solufio acquationis 
Y= 0, i. e. inventio valoris determinati ipsius x, vel realis vel sub forma 
g+hy—i contenti, qui illi satisfaciat, ad solutionem aequationis Fu, X) = 0, 
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siquidem determinans functionis Y° non fuerit — 0. Observare convenit, si 
omnes co£fficientes in Y, i.e. numeri L, L’, L" etc. sint quantitates reales, 
etiam omnes coöfhicientes in Pu, X) reales fieri, siquidem, quod licet, pro X quan- 
titas realis accepta fuerit. Ordo aequationis secundariae F{u, X)—=0 exprimi- 
tur per numerum $m{m—1): quoties igitur m est numerus par formae 2"k de- 
notante X indefinite numerum imparem, ordo aequationis secundariae exprimitur 
per numerum formae 2"=!%. 

In casu eo, ubi determinans funetionis Y fit = 0, assignari poterit per 
art. 10 functio alia 9) ipsam metiens, cuius determinans non sit = 0, et cuius 
ordo exprimatur per numerum formae 2", ita utsit vel v<{p, velv—y. Quae- 
libet solutio aequationis 9) = 0 etiam satisfaciet aequationi Y= 0: solutio ae- 
quationis 9) = 0 iterum reducetur ad solutionem alius aequationis, cuius ordo 
exprimetur per numerum formae 2""'k. 

Ex his itaque colligimus, generaliter solutionem cuiusvis aequationis, cuius 
ordo exprimatur per numerum parem formae 2*%, reduci posse ad solutionem 
alius aequationis, cuius ordo exprimatur per numerum formae 2" k, ita ut sit 
w<p. Quoties hie numerus etiamnum par est, i.e. @ non —=0, eadem me- 
thodus denuo applicabitur, atque ita continuabimus, donec ad aequationem per- 
veniamus, cuius ordo exprimatur per numerum imparem; et huius aequationis 
coöfficientes omnes erunt reales, siquidem omnes coöfficientes aequationis primi- 
tivae reales fuerunt. 'Talem vero aequationem ordinis imparis certo solubilem esse 
constat, et quidem per radicem realem, unde singulae quoque aequationes antece- 
dentes solubiles erunt, sive per radices reales sive per radices formae g+Ay—1. 

Evictum estitaque, funetionem quamlibet Y formae «"— Lx”"'+ L’r"*— 
etc., ubi Z/, Z’ etc. sunt quantitates determinatae reales, involvere factorem in- 
definitum 2 — 4A, ubi A sit quantitas vel realis vel sub forma g--Ay—1 con- 
tenta. In casu posteriori facile perspieitur, Y’ nancisci valorem 0 etiam per sub- 
stitutionem 2 — g—Ahy—1, adeoque etiam divisibilem esse per 2— (g—Ay—1), 
et proin etiam per productum zr—292-+99-+hh. Quaelibet itaque functio 
Y certo factorem indefinitum realem primi vel secundi ordinis implicat, et quum 
idem iterum de quotiente valeat, manifestum est, Y in factores reales primi vel 
secundi ordinis resolvi posse. (@uod demonstrare erat propositum huius com- 
mentationis. 
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THEOREMATIS DE RESOLUBILITATE 
FUNCTIONUM ALGEBRAICARUM INTEGRARUM 
IN FACTORES REALES 
DEMONSTRATIO TERTIA. 


SUPPLEMENTUM COMMENTATIONIS PRAECEDENTIS. 


Postquam commentatio praecedens typis iam expressa esset, iteratae de eo- 
dem argumento meditationes ad novam theorematis demonstrationem perduxerunt, 
quae perinde quidem ac praecedens pure analytica est, sed principiis prorsus di- 
versis innititur, et respectu simplicitatis illi longissime praeferenda videtur. Huie 
itaque tertiae demonstrationi pagellae sequentes dicatae sunto. 


1. 
Proposita sit functio indeterminatae x haecce: 


X = "+ Aa"! Bar? Ca” ete +Le+M 


in qua coöfficientes A, B, Cetc. sunt quantitates reales determinatae. Sint r,p 
aliae indeterminatae, statuamusque 


r" cosmp + Ar""!cos(m—1)g+ Br" "cos(m— 2)% 
+ Cr"cos(m—3)9+ ete. + Lrcospg +M = t 
r"sinnp + Ar"""'sin(m—1)p+ Br" "sin (m— 2)p 
+ Cr""*sin(m—3)p-+ ete. +Lrsinp = u 
8* 
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mr” cosmp + (m —1) Ar"! cos (m —1)p + (m — 2). Br”? cos (m— 2) 
+ (m — 3) Cr" ""cos(m— 3)9 + ete. + Lrcosp = t' 
mr" sinmp + (m—1) Ar” "sin (m—1)p+ (m — 2). Br" *sin (m — 2)% 
+(m— 3) Cr" "sin(m— 3)g+ ete. + Lrsing = w 
mmr”cosmg-+ (m — 1)? Ar" !cos(m—1)p-+ (m—2)’ Br” *cos(m— 2)9 
+(m— 3)? Cr""°cos(m— 3)9+ etc. + Lrcosg = t" 
mmr" sinmp+ (m— 1)’ Ar"! sin (m —1)p + (m — 2)’ Br" *sin (m — 2)% 
+(m— 3)’ Cr” "sin (m—3)p+ ete. +Lrsing = uw" 
(te + un) (tt Hu) + ln li hu)! 
r(tt-Fun)® =y 
Factorem r manifesto e denominatore formulae ultimae tollere licet, quum 
t', w, €", «" per illum sint divisibiles. Denique sit R quantitas positiva deter- 
minata, arbitraria quidem, attamen maior maxima quantitatum 


mAy2, YmBy2), YmCy2), YImDy2) etc. 


abstrahendo a signis quantitatum A, B, C etc., i. e. mutatis negativis, si quae 
adsint, in positivas. His ita praeparatis, dico, tf’--uw certo nancisci valorem 
positivum, si statuatur r—= R, quicunque valor (realis) ipsi p tribuatur. 


Demonstratio. Statuamus 


R” c0845°-+ AR” "'cos(45°4+$)+ BR" "?cos(45°+ 2%) 
+ CR” °cos(45°+ 39)-H etc. + Z Rcos (45°+ (m—1)g)-+ Mecos(45°+myp) = T 
R” sin 45°+A R""!sin (45°+9%)+ BR” "?sin (45°+ 27) 
+ CR” "sin (45°-4+-39)-+ etc. + L Rsin{45°-+ (m —1)9)+Msin(45°- mg) = U 
m R” co845°+ (m — 1) A R”"'cos(45°+ 9) + (m — 2) BR"? cos (45°+ 2%) 
+ (m — 3) CR”? cos(45°+39)+ etc. + ZRoos(45’ + (m —1)p) = T 
m R" sin 45° + (m —1) AR”! sin(45°+%) + {m — 2) BR"? sin (45°+ 2%) 
+{m — 3) CR""?sin{45°-+3g)-+ etc. + Z Rsin(45°+ (m—1)g) = U’ 


patetque 
I. T compositam esse e partibus 
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- [R +mAy2.cos(45°+9)] 
an [RR-+ m By2.cos(45’+-29)] 


my? 

+27, [R! +mCy2.cos(45°+39)] 

+. [R' + m Dy2.cos(45°-+49)] 

-+ etc. 
quas singulas, pro valore quolibet determinato reali ipsius p, positivas evadere 
facile perspieitur: hine 7 necessario valorem positivum obtinet. Simili modo 
probatur, etiam U, T’, U’ fieri positivas, unde etiam TT’+UTU’ necessario 
fit quantitas positiva, 

II. Pro r—R functiones #, u, #’, w’ resp. transeunt in 


T cos (45°-Hmy) + U sin (45°-+- my) 
T sin (45°-- my} — U cos (45° + my) 
T’cos (45°+ mg) + U’sin (45° + mg) 
T'sin (45°+ my) — U’cos(45’+mp) 


& 


uti evolutione facta facile probatur. Hinc vero valor functionis ft+uu', pro 
r=R, derivaturr = TT’+ UT’, adeoque est quantitas positiva. Q.E.D. 
Ceterum ex iisdem formulis colligimus valorem functionis t-+-uu, pro r=R, 
esse TT-+-UTU, adeoque positivum, unde concludimus, pro nullo valore ipsius r, 
singulis m Ay2, YIm By2), Y(mCy2) etc. maiori, simul fieri posse = 0, u=0. 


2. 
Taeorema. Intra limites r—=0 etr—R, atque g—=0 et 9 = 360° 
certo exstant valores tales indeterminatarum r,9, pro quibus fiat simul t=0 et u—V. 
Demonstratio. Supponamus theorema non esse verum, patetque, valorem 
ipsius #f-uu pro cunctis valoribus indeterminatarum intra limites assignatos 
fieri debere quantitatem positivam, et proin valorem ipsius y semper finitum. Con- 
sideremus integrale duplex 


SSyardy 


ab r=0 usque ad r—R, atquea = 0 usquead 9 — 360° extensum, 
quod igitur valorem finitum plene determinatum nanciscitur. Hic valor, quem 
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per © denotabimus, idem prodire debebit, sive integratio primo instituatur se- 
cundum % ac dein secundum r, sive ordine inverso, At habemus indefinite, con- 
siderando r tamquam constantem, 
tu—ut' 

Sydr = rleitum) 
uti per differentiationem secundum 9 facile confirmatur. Constans non adii- 
cienda, siquidem integrale a g= 0 incipiendum supponamus, quoniam pro 

tu — ut’ . twW—ut" . 
9 fit OEIT 0. Quare quum manifesto ,7.,,; Ciam evanescat pro 
g = 360°, integrale Sydr ap9—=0 usquead 9 = 360° fit = 0, manente r 
indefinita. Hinec autem sequitur 2 = 0. 
Perinde habemus indefinite, considerando 9 tamquam constantem, 


tt un 
fydar — e+uu 





uti aeque facile per differentiationem secundum r confirmatur: hie @uoque con- 
stans non adiicienda, integrali ab r = 0 incipiente. Quapropter integrale ab 
r—=0 usquead r—=R extensum fit per ea, quae in art. praec. demonstrata sunt, 
ar adeoque per theorema art. praec.semper quantitas positiva pro quo- 


— TT+UV 

libet valore reali ipsius %. Hinc etiam ®, i. e. valor integralis 
TT'+UV' 
TT+ uU d9 


a g—=0 wquead $== 360°, necessario fit quantitas positiva*). Quod est ab- 
surdum, quoniam eandem quantitatem antea invenimus — 0: suppositio itaque 
consistere nequit, theorematisque veritas hinc evicta est. 


3. 

Functio X per substitutionem z—=r(cosp + sing.y—1) transitin *+uy—1, 
nec non per substitutionem = — r(cosp—sing.y—1) in t—uy—t. Quodsi 
igitur pro valoribus determinatis ipsarum r, 9, putapro r—=g,$=G, simul 
provenit = 0, u— 0 (quales valores exstare in art, praec. demonstratum est), 
X per utramque substitutionem 


*) Utiiam per se manifestum est, Ceterum integrale indefinitum facile eruitur = mp-+ 45° — arc.tang . 
atque aliunde demonstrari potest (per se enim nondum obvium est, quemnam valorem ex infinite multis fanctioni 
multiformi arc. tang. T competentibus pro $ = 360° adoptare oporteat), huius valorem usque ad $ = 360° 
extensum statui debere = m>< 360° sive — 2mrn. Sed hoc ad institutum nostrum non est necessarium. 
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z = g(coosGH+sinG.y—!), 2 = glcos@ —sin@G.y—1) 
valorem 0 obtinet, et proin indefinite per 
2—g(cos @+sin@.y—1), nec non per #—g(cos @G— sin G.y—1} 


divisibilis erit. Quoties non est sin@= 0, neque 9= 0, hi divisores sunt 
inaequales, et proin X etiam per illorum productum 


20 —29008G.2+9g 


divisibilis erit, quoties autem vel sin@—=0 adeoue cosG— +1, velg=0, 
illi factores sunt identiei scilicet — 277g. Certum itaque est, functionem X 
involvere divisorem realem secundi vel primi ordinis, et quum eadem conclusio 
rursus de quotiente valeat, X in tales factores complete resolubilis erit. Q.E.D. 


4, . 

Quamquam in praecedentibus negotio quod propositum erat, iam plene per- 
functi simus, tamen haud superfluum erit, adhuc quaedam de ratiocinatione art. 2 
adiicere. A suppositione, tet u pro nullis valoribus indeterminatarum r, p in- 
tra limites illic assignatos simul evanescere, ad contradictionem inevitabilem de- 
lapsi sumus, unde ipsius suppositionis falsitatem conclusimus. Haec igitur con- 
tradictio cessare debet, si revera adsunt valores ipsarum r, 9, pro quibus fetu 
simul fiunt —= 0. Quod ut magis illustretur, observamus, pro talibus valoribus 
fieri tt +-uu = 0, adeoque ipsam y infinitam, unde haud amplius licebit, in- 
tegrale duplex ff: ydrdp tamquam quantitatem assignabilem tractare. Genera- 
liter quidem loquendo, denotantibus Z, n, Z indefinite coordinatas punctorum in 
spatio, integrale F f ydrdg exhibet volumen solidi, quod continetur inter quin- 
que plana, quorum aequationes sunt 


t=0,9=0,L=0, &=R, = 360° 


atque superficiem, cuius aequatio | — y, considerando eas partes tamquam ne- 
gativas, in quibus coordinatae [ sunt negativae. Sed tacite hie subintelligitur, 
superficiem sextam esse confinuam, qua conditione cessante, dum y evadit infi- 
nita, utique fieri potest, ut conceptus ille sensu careat. In tali casu de integrali 
[fyardp colligendo sermo esse nequit, neque adeo mirandum est, operationes 
analyticas coeco calculo ad inania applicatas ad absurda perducere. 
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tW— ut’ 


Integratio [ydy = run) eatenus tantum est integratio vera, i.e. sum- 
matio, quatenus inter limites, per quos extenditur, y ubique est quantitas finita, 
absurda autem, si inter illos limites y alicubi infinita evadit. Si integrale tale 
[nd&, quod generaliter loquendo exhibet aream inter lineam abscissarum atque 
curvam, cuius ordinata —n pro abscissa £, secundum regulas suetas evolvimus, 
continuitatis immemores, saepissime contradietionibus implicamur. E.g. statuendo 
= Er analysis suppeditat integrale =C—-, quo area recte definitur, quam- 
diu curva continuitatem servat; qua pro &= 0 interrupta, si quis magnitudinem 
areae inde ab abscissa negativa usque ad positivam inepte rogat, responsum absur- 
dum a formula feret, eam esse negativam. Quid autem sibi velint haec similiaque 
analyseos paradoxa, alia occasione fusius persequemur. 

Hic unicam observationem adiicere liceat. Propositis absque restrictione 
quaestionibus, quae certis casibus absurdae evadere possunt, saepissime ita sibi 
consulit analysis, ut responsum ex parte vagum reddat. Ita pro valore integralis 
f[fyardy ab r=e usque ad r=f, atquea g=E usque ad g=F e- 
tendendi, si valor ipsius 7 


prrr=e 9=E designatur per 6 


var Fran h’ 
r=f, 9=E 6” 
ma, 9m F ..ı: 20% h” 


per operationes analyticas facile obtinetur 
Arc. tang® — Arc. tang®’— Arc. tangd”+ Arc. tangd” 


Revera quidem integrale tunc tantum valorem certum habere potest, quoties y 
inter limites assignatos semper manet finita: hic valor sub formula tradita utique 
contentus, tamen per eam nondum ex asse definitur, quoniam Arc. tang. est functio 
multiformis, seorsimque per alias considerationes (haud quidem difficiles) decidere 
oportebit, quinam potissimum functionis valores in casu determinato sint adhi- 
bendi. Contra quoties y alicubi inter limites assignatos infinita evadit, quaestio 
de valore integralis [fydrdy absurda est: quo non obstante si responsum ab 
analysi extorquere obstinaveris, pro methodorum diversitate modo hoc modo illud 
reddetur, quae tamen singula sub formula generali ante tradita contenta erunt. 
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BEWEIS 


EINES ALGEBRAISCHEN LEHRSATZES. 


Der Gegenstand dieses Aufsatzes ist der Cartssische, gewöhnlich nach Har- 
gıor benannte, Lehrsatz über den Zusammenhang der Anzahl der positiven und 
negativen Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit der Anzahl der Abwechse- 
lungen und Folgen in den Zeichen der Coöfficienten. Man vermisst an den von 
verschiedenen Schriftstellern versuchten Beweisen dieses T'heorems die Klarheit, 
Kürze und umfassende Allgemeinheit, die man bei einem so elementarischen Ge- 
genstande mit Recht verlangen kann, und eine neue Behandlung desselben scheint 
daher nicht überflüssig zu sein. 

Es sei X eine algebraische ganze Function von » von der Ordnung m, 
nach absteigenden Potenzen von x geordnet. Wir nehmen an (ohne Nachtheil 
für die Allgemeinheit), dass das höchste Glied =” sei, und das niedrigste von x 
freie Glied nicht fehle; bloss die wirklich vorhandenen Glieder sollen aufgestellt, 
also nicht die etwa fehlenden mit dem Coäfficienten 0 angesetzt sein. 

Wenn nicht alle Coöfficienten positiv sind, so werden sie einen oder meh- 
rere Zeichenwechsel darbieten. Es sei —N x” das erste negative Glied, das er- 
ste hierauf folgende positive + Pr”, das erste hierauf folgende negative — Qx! 
u.s.w. Essind mithin m,n,p,q u.s.w. abnehmende ganze Zahlen; N, P, Qu.s.w. 
positiv, und X erscheint so dargestellt 


X="++..—Nt"— —..+Pı’++..— Qr — usw. 
g* 
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Es werde X mit dem einfachen Factor z—a multiplieirt, wo a positiv 
vorausgesetzt wird. Man sieht leicht, dass in dem Producte, x”*' einen ne- 
gativen, z?*'! einen positiven, 27%" einen negativen Coöfficienten u.s.w.. also 
das Product diese Form erhalten wird: 


Xie—a) = a"t!... _ Net... +Paert!.. — Qt... 


so dass N’, P’, Q’u.s.w. positiv werden. Die Zeichen zwischen den aufgestell- 
ten Gliedern bleiben zwar unentschieden; allein es ist klar, dass vom höchsten 
Gliede bis zur Potenz z"t' wenigstens ein Zeichenwechsel, bis z?+' wenigstens 
zwei, bis 22*' wenigstens drei u.s. w. statt finden. Ist der letzte Zeichenwech- 
sel in X bei dem Gliede + Ur“, und bezeichnet man den Coöfficienten von 
"+ in X(e—a) durch +D’, so wird U’ positiv sein, und bis zum Gliede 
+ U’r"*! haben dann wenigstens eben so viele Zeichenwechsel, wie in X sind, 
statt gefunden. Das letzte Glied in X(#—a) wird aber das Zeichen {£ haben; 
es muss also bis dahin wenigstens noch ein Zeichenwechsel hinzugekommen sein. 
"Wir schliessen also, dass X{rx—o) wenigstens einen Zeichenwechsel mehr hat 
als X. 

Es sei nun X das Product aller einfachen Factoren, die den negativen und 
imaginären Wurzeln einer Gleichung y== 0 entsprechen, also wenn a, B, yu.s.w. 
die positiven Wurzeln derselben Gleichung sind, 


y= Xre—o)—b)w— 7). 


Es finden sich also nach vorstehendem Satze, in X{r—ı) wenigstens ein Zei- 
chenwechsel, in X{2—a)(#—5) wenigstens zwei, in Xie—a)(e—B)(2—y) 
wenigstens drei u.s.w. mehr als in X; folglich werden, auch wenn in X gar kein 
Zeichenwechsel vorkommt, in y wenigstens so viele Zeichenwechsel sein, wie po- 
sitive Wurzeln. Man sieht von selbst, dass wenn die Gleichung weder negative, 
noch imaginäre Wurzeln hat, man X = I zu setzen hat, und dieser Schluss 
seine Gültigkeit behält. 

Es gehe y, wenn den Coöfficienten der Potenzen a", "°, @””"° u.s.w. 
die entgegengesetzten Zeichen beigelegt werden, in y’ über; sämmtliche Wur- 
zeln der Gleichung y'—= 0 werden dann den Wurzeln der Gleichung y= 0 
entgegengesetzt sein. Es wird daher in y' wenigstens eben so viele Zeichen- 
wechsel geben, als die Gleichung y — 0 negative Wurzeln hat. 
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Wir haben daher folgenden Lehrsatz: 

Die Gleichung y— 0 kann nicht mehr positive Wurzeln haben, als es Zei- 
chenwechsel in y gibt, und nicht mehr negative Wurzeln, als Zeichenwechsel in y 
sind. 

Diese Einkleidung des 'Theorems scheint die zweckmässigste zu sein, da sie 
die grösste Einfachheit mit der umfassendsten Allgemeinheit vereinigt, und alle - 
Gestalten des Satzes, die nur unter besondern Bedingungen gelten, von selbst 
daraus fliessen, 

Will man die Grenze der Anzahl der negativen Wurzeln unmittelbar an den 
Zeichen der Coäfficienten von y erkennen, so wird es nothwendig, die unmittel- 
baren Zeichenwechsel und Zeichenfolgen (bei Gliedern, wo die Exponenten von 
x um eine Einheit verschieden sind) von den durch fehlende Glieder unterbro- 
chenen zu unterscheiden. Offenbar wird jeder unmittelbare und jeder durch eine 
gerade Anzahl fehlender Glieder unterbrochene Zeichenwechsel in y’ zu einer 
ähnlichen Zeichenfolge in y, während ein durch eine ungerade Anzahl fehlender 
Glieder unterbrochener Zeichenwechsel in y’ auch in y ein ähnlicher Zeichen- 
wechsel bleibt. Der zweite Theil des Theorems lässt sich daher auch so aus- 
drücken: 

Die Anzahl der negativen Wurzeln der Gleichung y==0 kann nicht grösser 
sein, als die Anzahl der unmittelbaren und der durch eine gerade Anzahl fehlen- 
der Glieder unterbrochenen Zeichenfolgen, addirt zu der Anzahl der durch eine 
ungerade Anzahl fehlender Glieder unterbrochenen Zeichenwechsel in y. 

Fehlt in y gar kein Glied, so ist die Anzahl der negativen Wurzeln nicht 
grösser, als die Anzahl der Zeichenfolgen. 

Bezeichnet man durch A die Anzahl der unmittelbaren Zeichenwechsel, 
und durch B die Anzahl der unmittelbaren Zeichenfolgen in y, so wird, wenn 
kein Glied fehlt, A+B= m sein, also der Anzahl aller Wurzeln gleich. In- 
sofern diese Zeichen also bloss lehren, dass die Anzahl der positiven Wurzeln nicht 
grösser als A, und die der negativen nicht grösser als B sein kann. bleibt es 
unentschieden, ob oder wie viele imaginäre Wurzeln vorhanden sind. Weiss man 
aber anders woher, dass die Gleichung keine imaginäre Wurzeln hat, so muss 
nothwendig A der Anzahl der positiven, und B der Anzahl der negativen Wur- 
zeln gleich sein. 

Anders aber verhält es sich, wenn in y Glieder fehlen. Um mit Klarheit 


70 HEWEIS EINES ALGEBRAISCHEN LEHRSATZER. 


zu tibersehen, was sich daraus in Beziehung auf die imaginären Wurzeln schliessen 
lässt, bezeichnen wir durch « die Anzahl der durch eine gerade, durch c die 
Anzahl der durch eine ungerade Anzahl fehlender Glieder unterbrochenen Zeichen- 
wechsel; durch 5 und d resp. die Anzahl der durch eine gerade und ungerade 
Anzahl fehlender Glieder unterbrochenen Zeichenfolgen in y. Man sieht leicht, 
dass m— A— B—a—b—c—d der Anzahl sämmtlicher fehlender Glieder, die 
wir durch e bezeichnen wollen, gleich sein werde. Nun ist nach unserm Lehr- 
satze die Anzahl der positiven Wurzeln höchstens A+-a-+-c, die Anzahl der ne- 
gativen höchstens B+b-+-c, also die Anzahl aller reellen Wurzeln höchstens 


A+B+ta+b +2 = m+c—d—e 


Es muss daher die Anzahl der imaginären Wurzeln wenigstens e—c+-.d sein. 

Zählt man also alle fehlenden Glieder zusammen, jedoch so, dass man in 
jeder Lücke zwischen einem Zeichenwechsel eine Einheit weniger, zwischen einer 
Zeichenfolge aber eine Einheit mehr rechnet, als Glieder fehlen, so oft deren An- 
zahl ungerade ist, so erhält man eine Zahl, der die Anzahl der imaginären Wur- 
zeln wenigstens gleich kommen muss. 
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BEITRÄGE ZUR THEORIE 


DER ALGEBRAISCHEN GLEICHUNGEN. 


Es werden in dieser Denkschrift zwei verschiedene die algebraischen Glei- 
chungen betreffende Gegenstände behandelt. Zuerst stelle ich den vor funfzig 
Jahren von mir gegebenen Beweis des Grundlehrsatzes der Theorie der algebrai- 
schen Gleichungen in einer veränderten Gestalt und mit erheblichen Zusätzen auf. 
Der zweite Theil ist einer speciellen Behandlung der algebraischen Gleichungen 
mit drei Gliedern gewidmet, und enthält Methoden, nicht bloss die reellen, son- 
dern auch die imaginären Wurzeln solcher Gleichungen mit Leichtigkeit zu be- 
stimmen. 


ERSTE ABTHEILUNG. 


Die im Jahre 1799 erschienene Denkschrift, Demonstratio nova theorematıs, 
omnem functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in factores reales 
primi vel secundi gradus resolvi posse, hatte einen doppelten Zweck, nemlich er- 
stens, zu zeigen, dass sämmtliche bis dahin versuchte Beweise dieses wichtigsten 
Lehrsatzes der Theorie der algebraischen Gleichungen ungenügend und illusorisch 
sind, und zweitens, einen neuen vollkommen strengen Beweis zu geben. Es ist 
unnöthig, auf den erstern Gegenstand noch einmal zurückzukommen. Dem dort 
gegebenen neuen Beweise habe ich selbst später noch zwei andere folgen las- 
sen, und ein vierter ist zuerst von C'auchy aufgestellt. Diese vier Beweise beru- 

10 
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hen alle auf eben so vielen verschiedenen Grundlagen, aber darin kommen sie 
alle überein, dass durch jeden derselben zunächst nur das Vorhandensein Eines 
Factors der betreffenden Function erwiesen wird. Der Strenge der Beweise thut 
dies allerdings keinen Eintrag: denn es ist klar, dass wenn von der vorgegebe- 
nen Function dieser eine Factor abgelöset wird, eine ähnliche Function von nie- 
derer Ordnung zurückbleibt, auf welche der Lehrsatz aufs neue angewandt wer- 
den kann, und dass durch Wiederholung des Verfahrens zuletzt eine vollständige 
Zerlegung der ursprünglichen Function in Factoren der bezeichneten Art hervor- 
gehen wird. Indessen gewinnt ohne Zweifel jede Beweisführung eine höhere 
Vollendung, wenn nachgewiesen wird, dass sie geeignet ist, das Vorhandensein 
der sämmtlichen Factoren unmittelbar anschaulich zu machen. Dass der erste 
Beweis in diesem Fall ist, habe ich bereits in der gedachten Denkschrift angedeu- 
tet (Art. 23), ohne es dort weiter auszuführen: dies soll jetzt ergänzt werden, 
und ich benutze zugleich diese Gelegenheit, die Hauptmomente des ganzen Be- 
weises in einer abgeänderten und, wie ich glaube, eine vergrösserte Klarheit 
darbietenden Gestalt zu wiederholen. Was dabei die äussere Einkleidung 
des- Lehrsatzes selbst betrifft, so war die 1799 gebrauchte, dass die Function 
&"+ Aa"! +-Ba”*-u.s.w. sich in reelle Factoren erster oder zweiter Ord- 
nung zerlegen lässt, damals deshalb gewählt, weil alle Einmischung imaginärer 
Grössen vermieden werden sollte. Gegenwärtig, wo der Begriff der complexen 
Grössen jedermann geläufig ist, scheint es angemessener, jene Form fahren zu 
lassen und den Satz so auszusprechen, dass jene Function sich in n einfache 
Factoren zerlegen lasse, wo dann die constanten "Theile dieser Factoren nicht eben 
reelle Grössen zu sein brauchen, sondern für dieselben auch jede complexen Wer- 
the zulässig sein müssen. Bei dieser Finkleidung gewinnt selbst der Satz noch 
an Allgemeinheit, weil dann die Beschränkung auf reelle Werthe auch bei den 
Coöfficienten A, Bu.s.w. nicht vorausgesetzt zu werden braucht, vielmehr jed- 
wede Werthe für dieselben zulässig bleiben. 


1, 
Wir betrachten demnach die Function der unbestimmten Grösse x 


#"+-Ar'+- Bit usw+Mre+ N=X 


wo A,B....M, N bestimmte reelle oder imaginäre Coöfficienten vorstellen. 
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Aus der Elementaralgebra ist der Zusammenhang zwischen den Wurzeln der Glei- 
chung X=0 und den einfachen Factoren von X bekannt. Geschieht nemlich 
jener Gleichung durch die Substitution #—=p Genüge, so ist 2—p ein Factor 
von X, und gibt es n verschiedene Arten, jener Gleichung Genüge zu leisten, 
nemlich durch z=p, z=p, r=p’u.s. w., so wird das Product (#—p) 
(e—p')\(«—p”).... mit X identisch sein. Unter besondern Umständen kann 
aber auch eine Auflösung, wie z=p, in X den Factor (#—p)?, oder (e—p)* 
oder irgend eine höhere Potenz bedingen, in welchen Fällen man die Wurzel p 
wie zweimal, dreimal u.s. w. vorhanden betrachtet. 

Verlangt man also nur den Beweis, dass die Function X gewiss einen ein- 
fachen Factor zulasse, so ist es zureichend, nur das Vorhandensein irgend einer 
Wurzel der Gleichung X = 0 nachzuweisen. Soll aber die vollständige Zerleg- 
barkeit der Function in einfache Factoren auf Einmal bewiesen werden, so muss 
gezeigt werden, dass der Gleichung X = 0 Genüge geleistet werden kann, ent- 
weder durch » ungleiche Werthe von x, oder durch eine zwar geringere Anzahl 
ungleicher Auflösungen, wovon aber ein Theil die Charactere der mehrfach gel- 
tenden gleichen Wurzeln dergestalt an sich trägt, dass die Zusammenzählung al- 
ler ungleichen und gleichen die Totalsumme = rn hervorbringt. 

2. 

Das ganze Gebiet der complexen Grössen, in welchem die der Gleichung 
X = 0 genügenden Werthe von z gesucht werden sollen, ist ein Unendliches 
von zwei Dimensionen, indem, wenn ein solcher Werth 2 = t-+iu gesetzt wird 
(wo # immer die imaginäre Einheit Y—1 bedeutet), für # und « alle reellen 
Werthe von — oo bis + oo zulässig sind. Wir haben nun zuvörderst aus die- 
sem unendlichen Gebiete ein abgegrenztes endliches auszuscheiden, ausserhalb 
dessen gewiss keine Wurzel der bestimmten Gleichung X = 0 liegen kann. 
Dies kann auf mehr als Eine Art geschehen: unserm Zweck am meisten gemäss 
scheint die folgende zu sein. 

Anstatt der Form f-+Hiw gebrauche man diese 


x — r(cosp-+isinp) 


wonach zur Umfassung des ganzen unendlichen Gebiets der complexen Grössen 
r durch alle positiven Werthe von 0 bis +oo, und p von 0 bis 360°, oder, was 
10* 
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dasselbe ist, von einem beliebigen Anfangswerthe bis an einen um 360° grössern 
Endwerth ausgedehnt werden muss. 

Um für r eine Grenze zu erhalten, über welche hinaus kein Werth mehr 
einer Wurzel der Gleichung X — 0 entsprechen kann, setze ich zuvörderst die 
Coöfficienten der einzelnen Glieder von X in eine ähnliche Form, wie x, nemlich 


A = alcosa-tisina) 
B = b(cos5b + sin) 
C = c(cosy--isiny) u.s. w. 


wo also a,b, c bestimmte positive Grössen bedeuten sollen, abgesehen davon, 
dass auch eine oder die andere darunter = 0 sein kann. Ich betrachte sodann 
die Gleichung 


"— 2. (a +br* er + usw) = 0 


welche, wie man leicht sieht, eine positive Wurzel hat, und zwar (Haxsıors Lehr- 
satz zufolge) nur Eine solche. Es sei R diese Wurzel, wo dann von selbst klar 
ist, dass für jeden positiven Werth von r, der grösser ist als R, der Werth von 
"— V2.(ar"+br®-cer”-+ u.s.w.) positiv sein, und dass dasselbe auch 
von der Function 


nr" — 2 .(a—1)ar”"+(n— 2)br? + (n—3)er""+ u.s. w.) 
gelten wird, da dieselbe das nfache der erstern Function um 
vV2.(ar "+ 2b"? + 3cr" "+ usw.) 


also um eine positive Differenz übertrifft. 


3. 

Ich behaupte nun, dass die Grösse R geeignet ist, eine solche Grenze für 
die Werthe von r, wie im vorhergehenden Artikel gefordert ist, abzugeben. Der 
Beweis dieses Satzes ist auf folgende Art zu führen. 

Ich setze allgemein X—= T-+iU, wo selbstredend 7’ und U reelle Grössen 
bedeuten, und zwar wird 

T= r"cosnp-tar”cos(n—1)p+a) + br" *cos(n—2)p-+5) 
+er""cos(n —3)e+y)+ u.s. w. 
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U = r"sinnp--ar""!sin(r— 1)p-+a)+5r""*sin(n— 2)p-+6) 
+er""*sin(r —3)p-+y) + u. s.w. 


Man übersieht leicht, dass wenn für r irgend ein positiver Werth grösser als R 
gewählt wird, T nothwendig dasselbe Zeichen haben wird wie cosnp, so oft 
dieser Cosinus absolut genommen nicht kleiner ist als y}. Man braucht nemlich 
nur T in folgende Form zu setzen 


+T = yY."— ar! — br? — er" — u.s.w. 
+[+ cosnp —yHr" 
+[1 + cos(n— 1)p-+a)]ar""' 
+[i + eos(n— 2)p-+5)]br"* 
+[1 + s(a—3)p + Y))er”* 
+ u.8.w. 


wo die obern Zeichen für den Fall eines positiven, die untern für den Fall eines 
negativen cosnp gelten sollen, und wo der erste Theil des Ausdrucks auf der 
rechten Seite positiv ist, in Folge des im vorhergehenden Artikel gegebenen Satzes, 
von den folgenden aber wenigstens keiner negativ werden kann. Auf ganz ähn- 
liche Weise erhellet (indem man in obiger Formel nur U anstatt T und durch- 
gehends Sinus anstatt Cosinus schreibt), dass unter gleicher Voraussetzung in Be- 
ziehung auf r, allemal U dasselbe Zeichen hat wie sinnp, so oft dieser Sinus 
absolut genommen nicht kleiner ist als 4. Es hat demnach in allen Fällen we- 
nigstens die eine der beiden Grössen 7, U ein voraus bestimmtes positives oder 
negatives Zeichen, und es kann folglich für keinen Werth von p die Function 
X— 0 werdn. W.Z.B.W. 


4. 

Um das Verhalten von Tund U in Beziehung auf die Zeichen und deren 
Wechsel (bei einem bestimmten, R überschreitenden, Werthe von r) noch mehr 
ins Licht zu setzen, lasse man p alle Werthe zwischen zwei um 360° verschie- 
denen Grenzen durchlaufen, wozu jedoch nicht 0 und 360°, sondern, indem zur 
Abkürzung : 


15° 
— 
n 
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gesetzt wird, —w und ($s—1)w gewählt werden sollen. Den ganzen Zwi- 
schenraum theile ich in 4n gleiche Theile, so dass der erste sich von — w bis w, 
der zweite von w bis 3®, der dritte von 3w bis 5w u.s.w. erstreckt. Zuvör- 
derst hat man auch noch die Werthe der Differentialquotienten 2 Fr in Be- 


tracht zu ziehen, wofür man hat 


= — ar" sinnp —(a—1)ar" "sin (nr —1)p+a) — (rn —2)br"*sin (a —2)p-+6)) 
— (n—3)er" "sin({n — 3)p-+y)— u.s.w. 

U — nr" cosnp +(n—1)ar""!cos(n—1)p-+a)-+{n— 2)br”? cos ((n —2)p-+-6)) 
+n—3)er"reos(n—3)p+y)+ u.s.w. 

Man erkennt daraus leicht, durch ähnliche Schlüsse wie im vorhergehenden Ar- 

tikel und unter Zuziehung des Satzes am Schlusse von Art. 2, dass 1 immer 

das entgegengesetzte Zeichen von sinnp hat, so oft dieser Sinus absolut genom- 

men nicht kleiner ist als y4, dass hingegen E immer dasselbe Zeichen wie 

cosnp hat, so oft der absolute Werth dieses Cosinus nicht kleiner ist als +. 

Hieraus zieht man folgende Schlüsse. 

In dem ersten Intervalle, d.i. von p=—w bis p=-+w, ist T stets 
positiv, U hingegen für den Anfangswerth negativ, für den Endwerth positiv, 
mithin dazwischen gewiss einmal = 0, und zwar nur einmal, weil in dem gan- 
zen Intervalle nr positiv ist. 

In.dem zweiten Intervalle ist U stets positiv, 7’ zu Anfang positiv, am 
Ende negativ, dazwischen einmal T= 0 und zwar nur einmal, weil in dem 
ganzen Intervalle ni negativ ist. 

In dem dritten Intervalle ist 7’ stets negativ, U’ einem Zeichenwechsel un- 
terworfen,, so dass einmal U —= 0 wird. 

Im vierten Intervalle ist U’ stets negativ, T einmal — 0. 

In den folgenden Intervallen wiederholen sich in gleicher Ordnung diese 
Verhältnissse, so dass das fünfte dem ersten, das sechste dem zweiten u. s. f. 


gleichsteht. 


3. 
Aus der im vorhergehenden Artikel erörterten Folgeordnung der positiven 
und negativen Werthe von T und U, die bei jedem über R hinausgehenden 
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Werthe von r Statt findet *), lässt sich nun folgern, dass innerhalb des Gebiets 
der kleinern Werthe von r gewisse Kreuzungen in diesen Anordnungen vorhanden 
sein müssen, die das Wesen unsers zu beweisenden Lehrsatzes in sich schliessen. 
Ich werde die Beweisführung in einer der Geometrie der Lage entnommenen Ein- 
kleidung darstellen, weil jene dadurch die grösste Anschaulichkeit und Einfach- 
heit gewinnt. Im Grunde gehört aber der eigentliche Inhalt der ganzen Argu- 
mentation einem höhern von Räumlichem unabhängigen Gebiete der allgemeinen 
abstracten Grössenlehre an, dessen Gegenstand die nach der Stetigkeit zusam- 
menhängenden Grössencombinationen sind, einem Gebiete, welches zur Zeit noch 
wenig angebauet ist, und in welchem man sich auch nicht bewegen kann ohne 
eine von räumlichen Bildern entlehnte Sprache. 


6. 

Das ganze Gebiet der complexen Grössen wird vertreten durch eine unbe- 
grenzte Ebene, in welcher jeder Punkt, dessen Coordinaten in Beziehung auf 
zwei einander rechtwinklig schneidende Achsen t, u sind, als der complexen 
Grösse = t-+-iu entsprechend betrachtet wird: bringt man diese complexe 
Grösse in die Form #=— r(cosp+isinp), so bedeuten r, p die Polarcoordinaten 
des entsprechenden Punkts. Der Inbegriff aller complexen Grössen, für welche 
r einerlei bestimmten Werth hat, wird demnach durch einen Kreis repräsentirt, 
dessen Halbmesser dieser Werth, und dessen Mittelpunkt der Anfangspunkt der 
Coordinaten ist. Denjenigen dieser Kreise, für welchen r um eine nach Belie- 
ben gewählte Differenz grösser als R ist, will ich mit K bezeichnen, und mit 
(1), (2), (3).... (2%) diejenigen Punkte auf demselben, welchen die beziehungs- 
weise zwischen ® und 3w, zwischen 5w und 7w, zwischen 9w und t1w u.s.f. 
bis zwischen ($n—3)w und ($n—1)w liegenden Werthe von p entsprechen, 
für welche nach dem 4. Artikel T= 0 wird. Man bemerke dabei, dass für die 
Punkte {1}, (3), (5) u.s.w. U positiv, für die Punkte (2), (4), (6) u.s.w. hingegen 
negativ sein wird. 

*) Es ist leicht zu zeigen, dass auch für den Werth r= R selbst eine gleiche Folgeordnung noch 
gültig bleibt, nur mit der Einschränkung, dass dann in gunz speciellen Fällen ein Uebergangswerth von p, 
(d. i. ein solcher, für welchen 7 oder 7 = # wird) mit einer der Grössen — o, o, 3m, Ssmu.5.W. zusam- 
menfallen kann, während für alle grösseren Werthe von r jeder Uebergangswerth von p zwischen zweien die- 


ser Grössen liegen muss. Ich halte mich jedoch dabei nicht auf, da für unsern Zweck zureicht, das Bestehen 
jener Folgeordnung, von irgend einem Werthe von r an, nachgewiesen zu haben. 
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T. 

Die Gesammtheit derjenigen Punkte in unserer Ebene, für welche T po- 
sitiv ist, bildet zusammenhängende Flächentheile, wie schon von selbst erhellet, 
wenn man erwägt, dass bei einem stetigen Uebergange von einem Punkte zu ei- 
nem andern T7 sich nach der Stetigkeit ändert. Eben so bilden sämmtliche 
Punkte, für welche 7 negativ wird, zusammenhängende Flächentheile. Zwi- 
schen den Flächentheilen der ersten Art und denen der zweiten liegen Punkte, in 
welchen T=0 wird, und nach der Natur der Function 7 können diese Punkte 
nicht auch Flächenstücke, sondern nur Linien bilden, welche einerseits die ei- 
nen, andererseits die andern Flächentheile begrenzen. 

Der ausserhalb K liegende Raum enthält » Flächen der ersten Art, die mit 
eben so vielen der zweiten Art abwechseln, und wovon jede, von einem Stück der 
Kreislinie K an, zusammenhängend sich ins Unendliche erstreckt. Zugleich aber 
ist klar, dass jedes dieser Flächenstäcke sich über die Kreislinie hinaus in den 
innern Raum fortsetzt, und dass in Beziehung auf die weitere Gestaltung folgende 
Fälle Statt finden können. 

I) Das betreffende von einem Theile von K anfangende Flächenstück en- 
digt sich isolirt innerhalb der Kreisfläche; seine peripherische Begrenzung besteht 
dann nur aus zwei zusammenhängenden Stücken, wovon eines ein Bestandtheil 
von K ist, das andere innerhalb des Kreisraumes liegt. In der beigefügten Fi- 
gur, welche sich auf eine Gleichung fünften Grades bezieht und wo die Zeichen 
von T in den verschiedenen Flächentheilen eingeschrieben sind, finden sich drei 
der Flächen mit positivem 7 in diesem Falle; die eine hat die Grenzlinien 10.1 
und 1.11.10; die zweite diese 4.5 und 5.12.4; die dritte 6.7 und 7.13.6. 
Flächentheile ähnlicher Art mit negativem 7 finden sich zwei vor. 

2) Das Flächenstück durchsetzt einfach die Kreisfläche dergestalt, dass es 
mit einem an einer andern Stelle eintretenden Eine zusammenhängende Fläche 
bildet. Die ganze peripherische Begrenzungslinie wird dann aus vier Stücken be- 
stehen, von denen zwei der Kreislinie K angehören, und die beiden andern dem 
innern Raume. In unserer Figur findet sich dieser Fall bei dem durch 2,3; 
3.0.8; 8.9; 9.11.2 begrenzten Flächenstück. 

3) Das Flächenstück spaltet sich im innern Kreisraume einmal oder mehre- 
remale dergestalt, dass es mit noch zweien oder mehrern an andern Stellen ein- 
tretenden eine zusammenhängende Fläche bildet, deren ganze peripherische Be- 
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grenzung dann aus sechs, acht oder mehrern Stücken in gerader Zahl bestehen 
wird, die abwechselnd der Kreislinie und dem innern Raume angehören. In 
unserer Figur tritt dies ein bei einem Flächentheile, dessen Begrenzung durch 
die sechs Stücke 3.4; 4.12.5; 5.6; 6.13.7; 7.8; 8.0.3 gebildet wird, in 
welchem aber T negativ ist. 


8. 

Bei einer vollständigen Aufzählung aller denkbaren Gestaltungen der in den 
innern Kreisraum eintretenden Flächentheile würden den angegebenen Fällen 
noch anderweitige Modificationen beigefügt werden müssen. Wenn z.B. ein sol- 
cher Flächentheil sich zwar in zwei Aeste spaltet, diese aber im innern Raume 
sich wieder vereinigen, so würde dieser Fall, jenachdem nach der Vereinigung 
die Fläche im Innern ihren Abschluss findet, oder (ohne neue Theilung) sich bis 
zu einer andern Stelle der Kreislinie fortsetzt, dem ersten oder zweiten Falle des 
vorhergehenden Artikels zugerechnet werden können, indem die Gestaltung der 
Fläche nur durch das Einschliessen einer nicht zu ihr gehörenden Insel modifieirf 
sein würde, Uebrigens würde es nicht schwer sein, strenge zu beweisen, dass 
bei der besondern Beschaffenheit der Function T Modificationen dieser Art gar 
nicht möglich sind: für unsern Zweck ist dies jedoch unnöthig, indem es nur auf 
die Folge der Stücke der äussern Begrenzung jedes der in Rede stehenden Flächen- 
theile (d.i. derjenigen, in welchen 7’ positiv ist) ankommt. 

Wir haben nemlich schon bemerklich gemacht, dass die Anzahl dieser Stücke 
allemal gerade ist (zwei im ersten Falle des vorhergehenden Artikels, vier im 
zweiten, sechs oder mehrere im dritten), wovon wechselsweise eines der Kreislinie 
K, eines dem innern Raume angehört. Ferner ist klar, dass wenn jene äussere 
Begrenzungslinie immer in einerlei Sinn durchlaufen wird, wozu hier derjenige 
gewählt werden soll, in welchem die Bezifrangen der Punkte von K wachsen 
(also, Beispiels halber in unserer Figur so, dass die Fläche immer rechts von der 
Begrenzungslinie liegt), der Anfangspunkt und der Endpunkt eines der Kreislinie 
angehörenden Stücks beziehungsweise durch eine gerade und die um eine Einheit 
grössere ungerade Zahl bezeichnet sein wird, mithin der Anfangspunkt und der 
Endpunkt jedes den innern Raum durchlaufenden Stücks allemal beziehungsweise 
durch eine ungerade und eine gerade Zahl. 


Es steht also fest, dass von den » an einem mit einer ungeraden Zahl be- 
11 
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zeichneten Punkte von K in den innern Raum eintretenden Linien, in denen 
überall T’= 0 ist, eine jede auf eine ganz bestimmte Art *) diesen Raum zusam- 
menhängend durchläuft, bis sie an einer andern mit einer geraden Zahl bezeich- 
neten Stelle wieder austritt. Da nun, wie schon oben (Schluss des 6. Art.) bemerkt 
ist, inihrem Anfangspunkte den Werth von U positiv, am Endpunkte negativ 
ist, so muss wegen der Stetigkeit der Werthänderung nothwendig in einem Zwi- 
schenpunkte U= 0 werden. Dieser Punkt repräsentirt dann eine Wurzel der 
Gleichung X = 0; und da die Anzahl solcher Linien =» ist, so ergeben sich 
auf diese Weise allemal na Wurzeln jener Gleichung. 


9. 

Wenn die gedachten Linien durch den Kreisraum gehen ohne ein Zusam- 
mentreffen mit einander, so ist klar, dass die so erhaltenen » Wurzeln nothwen- 
dig ungleich sind. Ein solches freies Durchgehen findet sich in unsrer Figur bei 
den Linien von 3 nach 8, von 5 nach 4 und von 7 nach 6, und es gehören 
dazu die durch die Punkte 0, 12,13 repräsentirten Wurzeln. Wenn hingegen 
zwei solcher Linien, oder mehrere, einen Punkt gemeinschaftlich haben, so ist 
zwar darum noch nicht nothwendig, aber doch möglich, dass dieser Punkt zu- 
gleich derjenige ist, in welchem U==0 wird, in welchem Falle dann zwei oder 
mehrere Wurzeln in Eine zusammenfallen, oder, wie es gewöhnlich ausgedrückt 
wird, unter sich gleich sein werden. In unsrer Figur treffen die Linien 1.10 
und 9.2 in dem Punkte 11 zusammen, und in demselben wird zugleich U=0; 


die Gleichung hat also ausser den schon aufgeführten drei ungleichen noch zwei 
gleiche Wurzeln. 


10. 
Es bleibt nur noch übrig, nachzuweisen, dass wenn der eine Wurzel = p 


*) Dass sie allemal einen ganz bestimmten Lauf hat, beruhet Karauf ‚ dnss sie einen Theil der äussern 
Abgrenzung einer Fläche, für weiche 7 ein bestimmtes Zeichen hat, ausmachen soll: ich habe das positive 
Zeichen gewählt, was an sich ganz willkürlich ist. So verstanden setzt sich z. B, die in 1 eintretende Linie 
durch 11 nach 16 fort: als Theil der Grenzlinie einer Fläche, worin 7’ negativ ist, würde die Linie 1.11 
nach 2 fortgesetzt werden müssen. Spricht ınan hingegen nur von einer Linie worin 7’= u ist, ohne sie als 
Theil der Begrenzung einer bestimmten Fläche zu betrachten, so würde eher 11.9 als natürliche Fortsetzung 
von 1.11 gelten können, Der hier gewählte Gesichtspunkt unterscheidet mein gegenwärtiges Verfahren von 
dem von 1799, und trägt wesentlich zur Vereinfachung der Beweisführung bei. 


° 
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repräsentirende Punkt P in zweien oder mehrern Linien T= 0 zugleich liegt, 
das Quadrat von 2—p oder die der Anzahl jener concurrirenden Linien entspre- 
chende höhere Potenz in X als Factor enthalten sein wird. Der Beweis davon 
beruhet auf folgenden Sätzen. 

Man führe anstatt der unbestimmten Grösse x eine andere = ein, indem 
man 2 =z-+-p setzt. Es gehe durch diese Substitution X in Z über, wo also 
Z eine Function von z von gleicher Ordnung wie X von x sein wird, deren con- 
stantes Glied aber fehlt. Indem man dieselbe nach aufsteigenden Potenzen von 
x ordnet, sei das niedrigste nicht verschwindende Glied 


—= Kz" und Z= Kz"(i+L) 


wo £ dieForm Lz+L22+L’?-+u.s.w. +" haben wird; endlich setze 
man 


z = s{cosh +isin$) 


Der reelle und der imaginäre Bestandtheil von z drücken die Lage jedes 
unbestimmten Punkts der Ebene als rechtwinklige Coordinaten, und die Grössen 
s, % die Polarcoordinaten ganz eben so relativ gegen den Punkt P aus, wie die 
Bestandtheile von x, und die Grössen r, 9 die relative Lage gegen den ursprüng- 
lichen Anfangspunkt bezeichnen. Die Verbindung eines bestimmten Werthes 
von s mit allen Werthen von % in einer Ausdehnung von 360° stellt also die 
Punkte einer Kreislinie dar, die ihren Mittelpunkt in P hat und deren Halbmes- 
ser —s8$ ist. 

Setzt man nun K = k{cosx-+-isinx), und folglich 


Kz" — ks" (cos(mp +x)+isin (my -+x)) 


so wird für ein unendlich kleines s die Grösse [, die wenigstens von derselben 
Ordnung ist wie s, neben der 1 vernachlässigt, und mithin gesetzt werden dürfen 


T = ks"cos{(my+x) 


woraus erhellet, dass während % um 360° wüchst, das Zeichen von T in m 

Stücken der Kreisperipherie positiv, und in eben so vielen mit jenen abwech- 

selnden negativ ist, oder dass T in 2m Punkten = 0 wird, nemlich für 

= {a 90%, -(x+909), =(-+270%u.s.w. Es gehen demnach von P zu- 
117 
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sammen 2’ Linien aus, in denen T— 0 ist, oder wenn man sie paarweise so 
verbindet, dass jede, wo, bei wachsendem %, das Zeichen aus — in + über- 
geht, zusammen. mit der nächstfolgenden, wo der entgegengesetzte Uebergang 
Statt findet, wie die Begrenzungslinie eines Flächentheils mit positivem T be- 
trachtet wird, so treffen in P überhaupt m dergleichen Begrenzungslinien zu- 
sammen. 

Von der andern Seite ist klar, dass so wie Z unbestimmt durch =” und 
durch keine höhere Potenz von z theilbar ist, X den Factor («—p)”, aber keine 
höhere Potenz von «—p enthalten wird. Es ist also.allemal, wenn p irgend 
eine Wurzel der Gleichung X = 0 bedeutet, der Exponent der höchsten Po- 
tenz von 2—p, durch welche X theilbar ist, der Anzahl der in P zusammen- 
treffenden Begrenzungslinien für Flächen mit positivem 7’ gleich, oder was das- 
selbe ist, der Anzahl solcher an P zusammentreffender Flächen. 

Uebrigens ist es leicht, der Beweisführung eine von Einmischung unendlich 
kleiner Grössen ganz unabhängige Einkleidung zu geben, und zwar ganz analog 
der Schlussreihe in den Art.3und4. Es lässt sich nemlich ein Werth von s nach- 
weisen, für welchen, so wie für jeden kleinern, der ganze Cyklus aller Werthe 
von % dieselbe abwechselnde Folge von m Stücken mit positivem 7 und eben- 
sovielen mit negativem darbietet. Diese Eigenschaft hat die positive Wurzel der 
Gleichung 


= myt—(m+1)ls— (m+2)'ss — (m+-3)1"s’ — u.s. w. 


wo 7,7‘, !’u.s.w. die positiven Quadratwurzeln aus den Normen der complexen 
Grössen L, L’', L’u.s.w. bedeuten, oder wo 


L= !(cosk + isink) 
L—= !(cosX-isinX) 
L’— !"(cosX’+-isinX”) u.s. w. 


gesetzt ist. Ich glaube jedoch, die sehr leichte Entwicklung dieses Satzes hier 
übergehen zu können. 

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass bei der Beweisführung in der 
Abhandlung von 1799 die Betrachtung zweier Systeme von Linien erforderlich 
war, das eine die Linien wo T= 0, das andere diejenigen wo U—=0 enthal- 
tend, während in unserm jetzigen Verfahren die Betrachtung Eines Systems aus- 


DER ALGEBRAISCHEN GLEICHUNGEN. 85 


gereicht hat; ich habe dazu das System der Begrenzungslinien der Flächentheile 
mit positivem 7' gewählt, es hätte aber eben so gut zu demselben Zweck die Be- 
trachtung der Begrenzungslinien der Flächen mit positivem /oder negativem) U 
dienen können. 


ZWEITE ABTHEILUNG. 


11. 

Zur numerischen Bestimmung der Wurzeln solcher algebraischen Gleichun- 
gen, die nur aus drei Gliedern bestehen, lassen sich verschiedene Methoden an- 
wenden, die hier einer Eleganz und Bequemlichkeit fähig werden, gegen welche 
die mühsamen bei Gleichungen von weniger einfacher Gestalt unvermeidlichen 
Operationen weit zurückstehen. Solche Methoden verdienen also wohl eine be- 
sondere Darstellung, zumal da Gleichungen von jener Form häufig genug vor- 
kommen. 

Es gilt dies zunächst von der Entwicklung der Wurzeln in unendliche Rei- 
hen. In der That lässt sich jede, gleichviel ob reelle oder imaginäre, Wurzel ei- 
ner Gleichung mit drei Gliedern durch eine convergente Reihe von einfachem 
Fortschreitungsgesetz ausdrücken. Ich werde jedoch diese Auflösungsart aus meh- 
rern Gründen von meiner gegenwärtigen Betrachtung ganz ausschliessen, und be- 
merke hier nur, dass der Grad der Convergenz von dem gegenseitigen Verhalten 
der Coöfficienten abhängig, dass sie desto langsamer ist, je näher dies Verhalten 
demjenigen kommt, bei welchem die Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, und 
dass in diesem Grenzfalle selbst sie schwächer ist, als bei irgendwelcher fallenden 
geometrischen Progression. So bemerkenswerth auch diese Reihen in allgemeiner 
theoretischer Rücksicht sind, so wird man doch, abgesehen von dem Falle, wo 
ihre Convergenz eine sehr schnelle wird, in praktischer Beziehung immer den in- 
directen Methoden den Vorzug geben, welche in den nachfolgenden Artikeln ent- 
wickelt werden sollen. 


12. 
Zur Auffindung der reellen Wurzeln benutze ich meine im Jahre 1810 zuerst 
gedruckte Hülfstafel für Logarithmen von Summen und Differenzen, oder, wo 
eine grössere Genauigkeit verlangt wird, als Logarithmen mit fünf Zifern geben 
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können, die ähnliche aber erweiterte Tafel von Marruızssen. Ich habe ein paar 
specielle Anwendungen dieses Verfahrens schon früher bekannt gemacht. nemlich 
zur Auflösung der quadratischen Gleichungen bei der 1840 erschienenen zwan- 
zigsten Ausgabe von Veaa’s logarithmischem Handbuch, und zur Auflösung der 
cubischen Gleichung, welche bei der parabolischen Bewegung zur Bestimmung 
der wahren Anomalie dient, in Nro.474 der Astronomischen Nachrichten. An 
letzterm Orte ist auch bereits die allgemeine Anwendbarkeit des Verfahrens auf 
alle algebraischen Gleichungen mit drei Gliedern bemerklich gemacht. Obgleich 
nun die Ausführung dieses ganz elementarischen Gegenstandes gar keine Schwie- 
rigkeiten hat, so wird man doch, bei der ziemlich grossen Mannigfaltigkeit der 
Fälle, einer übersichtlichen Sonderung derselben, und der Zusammenstellung der 
gebrauchfertigen Vorschriften ein paar Seiten gern eingeräumt sehen, 

Anstatt jener logarithmischen Hülfstafeln kann man sich auch der gewöhn- 
lichen logarithmisch-trigonometrischen Tafeln bedienen: allein theils sind jene 
im Allgemeinen für den gegenwärtigen Zweck von bequemerm Gebrauch, theils 
gewähren sie doppelt so grosse Genauigkeit als die letztern. Ich würde daher die _ 
Benutzung der trigonometrischen Tafeln für das in Rede stehende Geschäft auf 
den seltenen Fall beschränken, wo man die durch siebenzifrige Logarithmen er- 
reichbare Genauigkeit noch zu überschreiten wünscht und dazu die bekannten 
zehnzifrigen Logarithmen in Vraog’s oder Vesa’s Thesaurus verwenden kann. 
Uebrigens sind, wenn man sich der Hülfslogarithmen bedient, doppelt so viele 
Fälle zu unterscheiden, als wenn die trigonometrischen Logarithmen gebraucht 
werden. Als ein Nachtheil darf dies jedoch nicht angesehen werden: denn wern 
einmal die vollständige allgemeine Classification vorliegt, ist es leicht, jedem con- 
creten Falle sein Fach anzuweisen, und das eigentliche indirecte Geschäft ist so 
viel leichter auszuführen, wenn das ganze Fach nur den halben Umfang hat. Aber 
gerade aus jenem Grunde ist für die Auflösung durch trigonometrische Logarith- 
men die allgemeine Classification kürzer und bequemer darzustellen, undich werde 
sie daher vorausschicken, da sodann die Classification für die andere Auflösungs- 
form sich daraus von selbst ergibt. 


13. 
Die Ausführung der Methode wird, unmittelbar, nur auf Bestimmung der 
positiven Wurzeln einer vorgegebenen Gleichung gerichtet; die negativen ergeben 
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sich, indem man dasselbe Verfahren auf diejenige Gleichung anwendet, welche 
aus jener durch Einführung der der ursprünglichen Unbekannten entgegengesetz- 
ten Grösse entsteht. 

Die Gleichung setze ich in die Form 


Fe nd 2 he 


wo m,n,e, f gegebene positive Grössen bedeuten. Diese Form umfasst eigent- 
lich, nach Verschiedenheit der Combination der Zeichen, vier verschiedene Fälle, 
wovon aber der erste, wo beidemal die oberen Zeichen gewählt werden, ausfällt, 
da offenbar die Gleichung 


at Le” + f—0 


keine positive Wurzel haben kann. Uebrigens ist verstattet, vorauszusetzen, dass 
m und n (worunter ganze Zahlen verstanden werden, obwohl die Anwendbarkeit 
der Methode an sich davon unabhängig ist) keinen gemeinschaftlichen Divisor ha- 
ben, indem auf diesen Fall jeder andere leicht zurückzuführen ist. Endlich werde 
ich zur Abkürzung schreiben 





Erste Form. 
at Leu" —f—=0 


Indem man einen immer im ersten (Juadranten zu nehmenden Winkel b 
einführt, so dass 


zu+n 5 m 
— sin, = — cos? 


S 
wird, also (1) 
etrfin, Pal, = etang® 


findet sich durch Elimination von x die Gleichung 


aus welcher 0 bestimmt werden muss. Man erkennt leicht, dass der zweite Theil 
dieser Gleichung als Function einer unbestimmten Grösse # betrachtet, von 0 
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bis oo wächst, während # alle Werthe von 0 bis 90° durchläuft, und dass es 
also einen, und nur einen Werth von ® gibt, der jener Gleichung Genüge leistet, 
Nachdem derselbe gefunden ist, erhält man x aus einer der Formeln I. Man be- 
merke, dass 9 — 45° wird für A— 2", und dass folglich 6 im ersten Octanten 
zu suchen ist wenn X kleiner, im zweiten wenn X grösser ist als 2". 


Zweite Form. 
art er” —f=0 
Man wird hier setzen 
Js"" = sin, es" — cos#' 
oder (I) 
art F w— —" a” u fertang 


sin de ' cos 9?’ € 








wonach also # aus der Gleichung 
win gi 
= So amt 
zu bestimmen sein wird, was auf eine und nur auf eine Art geschehen kann: der 
Werth von x findet sich sodann durch eine der Gleichungen I. Im ersten oder 
zweiten Octanten liegt ®, jenachdem X kleiner oder grösser ist als 2”, 


Dritte Form. 
Pa 7 u 


Hier wird man setzen 


E —= sin®*, I —= c0s0? 
oder (I) 
arte — ftangt?, m —,, 2" esint® 


ecosß*' 
von welchen Formeln eine zur Bestimmung von x dienen wird, sobald der Werth 
von 6 gefunden ist. Dieser ergibt sich durch Auflösung der Gleichung 


A — c088”" sin 9°” 


Da das auf der rechten Seite stehende Glied dieser Gleichung, als Function einer 
unbestimmten Grösse 8 betrachtet, sowohl für 8 = 0 als für d = 90° verschwin- 
det, so muss dazwischen ein grösster Werth liegen, und da das Differential des 
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Logarithmen dieser Function = (2m cotg® — 2ntangb)d® ist, so findet der grösste 
Werth Statt für 6=5*, wenn man Y”"—tang* setzt. Es wird demnach jene 
Function von 0 bis zu ihrem grössten Werthe, welcher offenbar 
u 
mn)" 
ist, zunehmen, und von da bis 0 abnehmen, während # von 0 zu #* und von 
da bis 90° zunimmt. Der Maximumwerth ist daher jedenfalls grösser als der 
Werth für 9 = 45°, d. i. grösser als men: den Fall ausgenommen, wo m=n, 
und also Zmih selbst der Maximumwerth ist. 
Man schliesst hieraus, dass jenachdem X grösser ist als 

BER... 

{m 4 n)"+" 
oder kleiner, der Gleichung A = cos#?*sin6”” gar nicht oder durch zwei ver- 
schiedene Werthe von ö wird Genüge geleistet werden können. Im erstern Falle 
hat die Gleichung «”+"—ex”"+f= 0 gar keine (positive) Wurzel, im andern 
zwei. In dem speciellen Falle, wo 

mn" 
Nu ne 

ist, fallen beide Auflösungen zusammen, und die Gleichung hat zwei gleiche Wur- 
zeln, wofür man nach Gefallen eine der drei Formeln benutzen kann 





amt _. fm a Set Fr E.... 


n' en n+n 

Was übrigens in dem Falle, wo zwei Auflösungen wirklich vorhanden sind, 
die Octanten betrifft, in welche die Werthe von ® fallen, so sieht man leicht. 
dass wenn X grösser ist als em beide Werthe von # mit Ö* in demselben Oc- 
tanten liegen, nemlich im ersten oder zweiten, jenachdem m kleiner oder grösser 
istals n: ist hingegen X kleiner als ziren ‚ so wird der eine Werth von B im er- 
sten, der andere im zweiten Octanten zu suchen sein. In dem speciellen Falle, 
wo k— zus, Ist 45° selbst der eine Werth von 0, und der andere liegt in dem- 
selben Octanten wie Ö*, 

Es mag noch die aus dieser Zergliederung aller drei Formen sich leicht erge- 
bende Folge bemerkt werden, dass unsere Gleichung (insofern wir annehmen, dass 
m und » keinen gemeinschaftlichen Divisor haben) nieht mehr als drei reelle 
Wurzeln haben kann, was auch aus andern Gründen bekannt ist. 

12 
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14. 

Die vorstehenden Vorschriften werden nun leicht in diejenigen umgeschmol- 
zen, die der Anwendung der Hülfslogarithmen entsprechen, da diese A == loga. 
B=logb, C=logc, betrachtet werden können wie die Togarithmen der Qua- 
drate der Tangenten, Cosecanten und Secanten der von 45° bis 90° zunehmen- 
den, oder, was dasselbe ist, wie die Logarithmen der Quadrate der Cotangenten, 
Secanten und Cosecanten der von 45° bis 0 abnehmenden Winkel, also 


a — tangl*, — af, : — cos? 


für die Werthe von # im zweiten Octanten, oder 


Ei, Fe} 1.» 0,00 2 'E: 2 
= = tangl, == sin®", z > wosd 


für die Werthe von 0 im ersten Octanten. 
Die vollständigen Vorschriften vereinige ich in folgendem Schema, wo eben 
so wie oben 


GR 2: 


Pau 





gesetzt ist. 


Erste Form. 
art Lern” -—f=0 
Erster Fall. >?" 


Zweiter Fall. k<?" 


Zweite Form. 
an —_ ea" — f— 0 
Erster Fall. > 2" 
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Zweiter Fall. A< 2” 


Dritte Form. 
at er f—0 
N { + ) ing 
Erster Fall. »< u — 
Gar keine Auflösung. 
Zweiter Fall. 4 — EH" 
Zwei gleiche Wurzeln, zu deren Bestimmung eine der Gleichungen 


fm __ fim+n) _ _em 
mn Man t=,,, 





dient. 
Dritter Fall. -- grösser als m+m”” aber nicht grösser als 2”+", und zugleich 





m grösser als n. 
Zwei Wurzeln, für welche 


Vierter Fall. Für + dieselben Grenzen, wie im dritten Fall, aber m kleiner 
als n. 
Zwei Wurzeln, für welche 


- zer "pn 


ann — £, "lt, "= 





Fünfter Fall. 7, grösser als a"+", 
Zwei Wurzeln, wovon die eine durch die Formeln des dritten Falles, die 


andere durch die des vierten bestimmt wird. 
12 * 
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Es mag noch bemerkt werden, dass im dritten Falle der Werth von a, wel- 
cher der einen Wurzel entspricht, kleiner als = ‚ der zur andern Wurzel gehö- 
rende grösser als n ist; im vierten Falle verhalten sich die beiden Werthe von 
a auf ähnliche Weise gegen ". 


15. 

Ueber die Anwendung dieser Vorschriften ist noch folgendes beizufügen. 

Zur Bestimmung jeder Wurzel sind zwei Operationen auszuführen: zuerst 
aus A den dazu gehörenden Werth von a (und damit zugleich den von 5 oder c) 
abzuleiten; sodann, aus diesem den Werth von x zu berechnen. Für jede die- 
ser beiden Operationen kann man unter drei Formeln wählen; ich ziehe in den 
meisten Fällen die zuerst angesetzten vor. Bei allen diesen Rechnungen hat man 
es gar nicht mit den Grössen A, a, b, ce selbst, sondern nur mit ihren Logarith- 
men zu thun. Die erste Operation ist eine indirecte, und beruhet demnach in der 
Regel auf mehrern stufenweise fortschreitenden Annäherungen, wobei es bequem 
gefunden werden wird, zu Anfang Tafeln mit einer geringern Anzahl von Zifern 
zu gebrauchen. Marrussexs Tafel hat bekanntlich sieben Decimalen: die mei- 
nige fünf; Escke und Ursm haben sie mit vier Zifern abdrucken lassen, und wenn 
man beim Anfange der Arbeit noch gar keine Kenntniss einer ersten groben An- 
näherung mitbringt, wird man es vielleicht vortheilhaft finden, einen noch kür- 
zern Extract der Tafeln mit nur drei Zifern auf einem besondern Blättchen vor 
sich zu haben, etwa so: 


A B A B A B 
7 170301 | 10 I 0,041 | 20 | 0,008 

0,1 | 0,254 1,1 | 0,033 2,1 | 0,003 
0,2 | 0,212 1,2 | 0,027 2,2 | 0,003 
0,3 | 0,176 1,3 | 0,021 2,3 | 0,002 
0,4 | 0,146 1,4 | 0,017 2,4 | 0,002 
0,5 | 0,119 1,5 | 0,014 2,5 | 0,001 
0,6 | 0,097 1,6 | 0,011 2,9 | 0,001 
0,7 | 0,079 1,7. | 0,009 3,0 | 0,000 
0,8 | 0,064 1,8 | 0,007 

0,9 | 0,051 1,9 | 0,005 


1,0 0,041 2,0 0,004 
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16. 
Als Beispiel mag die Gleichung‘ 


"+ 232'— 480 = 0 


dienen, wo 
__ 6750 
7 923543! 


log5 = 2,0863825 
wird. Die Gleichung hat die erste Form, mithin eine positive Wurzel, und ge- 
hört, da A kleiner ist als 8, zum zweiten Fall. Die erste Operation besteht darin, 


dass der Gleichung log; —= 44—3B Genüge geschehe, also, wenn man die 
Rechnung mit drei Decimalen anfängt, dieser 


2,086 = 44A—3B 


Ein flüchtiger Blick auf obige Tafel zeigt schon, dass A zwischen 0,5 und 0,6 
zu suchen sei. Es wird nemlich 


A 4A—3B Fehler 
0,5 1,643 — 0,443 
0,6 | 2,109 -+ 0,023 


woraus sich auf einen genauern Werth 0,595 schliessen lässt. Eine neue Rech- 
nung nach den Tafeln mit fünf Decimalen, wo also log; = 2,08638 zu setzen 
ist, gibt 






A 4A—3B Fehler 
0,595 2,08501 — 0,00137 
0,596 | 2,08961 +0,00323 


woraus der noch genauere Werth 0,5953 erkannt wird. Endlich für sieben De- 
cimalen hat man 


A 4A—3B Fehler 
0,5952 2,0859279 — 0,0004546 
0,5953 2,0863885 —+- 0,0000060 
Zu dem Werthe A — 0,5953 muss also noch die Correction —-“ Einheiten 


4606 


der vierten Decimale hinzukommen, in welcher Form ich sie beibehalte, da es, 
wenn zur Bestimmung von x die erste Formel 
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"= 


1 


gebraucht werden soll, nur darauf ankommt, den entsprechenden Werth von C 
zu finden. Diesen erhält man, indem man zu dem neben A = 0,5953 stehen- 
den Werthe C = 0,6935705 die Correction _— .x798 hinzufügt, letztere 
wie Einheiten der siebenten Decimale betrachtet, also 


C = 0,6935695 
log f = 2,6812412 
Tlog x — 1,9876717 
logr = 0,2839531 

2 —= 1,9228841 


Zur Auffindung der negativen Wurzeln wird man 2 = —y schreiben und 
die positiven Wurzeln der Gleichung 


y"—28y'+480 — 0 


aufsuchen. Diese gehört zur dritten Form, und da + — "-* grösser ist als 


77 6236443 be ; q & h ar i 
ji = Tony, aber kleiner als 2°—= 128, zugleich auch m grösser ist als n, so 
gilt der dritte Fall, oder es finden zwei Wurzeln Statt, zu deren Ausmittlung 


der Gleichung 








2,0863825 — 3A+7B 


genügt werden muss. Aus der Schlussbemerkung des 14. Art. weiss man, dass 
der eine Werth von A kleiner, der andere grösser sein muss als log4 — 0,12194. 
Auch ergeben sich die Grenzen der Werthe von A sofort aus der obigen Tafel 
mit dreizifrigen Logarithmen, nach welchen man erhält: 


A 3A-+7B Fehler 


0,0 2,107 0,021 
0,1 2,078 — 0,008 
0,2 2,084 — 0.002 
0,3 2,132 + 0,046 


Will man zur nähern Bestimmung zuerst vierzifrige Logarithmen gebrauchen, so 
hat man zunächst für die erste Auflösung 
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A 3A+7B Fehler 


0,05 2,0869 + 0,0005 
0,06 2,0847 —0,0017 


Sodann ergeben die fünfzifrigen Tafeln 


0,052 
0,053 





2,08667 + 0,00029 
2,05638 0 
Endlich die siebenzifrigen 
0,0529 | 2,0863943 | -+0,0000118 
0,0530 | 2,0863660 | — 0,0000165 
Hienach wird 
A = 0,0529417 
logf = 2,6812412 
Tlogy — 2,7341829 


logy = 0,3905976 
—-y=r= — 24580892 


Für die zweite Auflösung steht die Rechnung, auf ähnliche Weise geführt, fol- 
gendermaassen : 


A 3A-+7B Fehler 





0,19 2,0843 — 0,0021 

0,20 2,0868 0,0004 
0,197 2,08627 — 0,00011 
0,198 2,08654 + 0,00016 
0,1975 | 2,0863805 | — 0,0000020 
0,1976 | 2,0864082 | +0,0000257 





A == 0,1975072 

log f = 2,6812412 

Tlogy — 2,8787484 

logy = 0,4112498 
2 = —2,5778036 
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Die Gleichung, welche uns hier als Beispiel gedient hat, ist absichtlich so 
gewählt, dass zwei ihrer Wurzeln wenig verschieden sind. In einem solchen 
Falle sind, wie schon oben im Art. 11 bemerkt ist, die Reihen wegen ihrer sehr 
langsamen Convergenz wenig brauchbar: auch bei der indirecten Auflösung ist 
davon wenigstens eine schwache Analogie erkennbar, indem das Fortschreiten der 
successiven Annäherungen bei den beiden negativen Wurzeln (welche eben die 
wenig ungleichen sind) etwas träger ist, als bei der positiven. Ein wesentlicher 
Unterschied ist aber der, dass die sehr langsame Convergenz der Reihen für sämmt- 
liche Wurzeln eintritt, während bei dem indirecten Verfahren die, auch nur in 
geringem Grade fühlbare, langsamere Annäherung lediglich bei den zwei wenig 
verschiedenen Wurzeln vorkommt. 


17. 

Ganz verschieden von dem in den vorhergehenden Artikeln gelehrten Ver- 
fahren ist dasjenige, welches zur Bestimmung der imaginären Wurzeln angewandt 
werden muss. Im Allgemeinen ist die Bestimmung der imaginären Wurzeln auf 
indirectem Wege deswegen weit schwieriger, als die der reellen, weil jene aus 
einem unendlichen Gebiet von zwei Dimensionen herausgesucht werden müssen, 
diese nur aus einem Unendlichen von Einer Dimension, und gerade darum ver- 
dient ein sehr umfassender besonderer Fall, wo man jene Schwierigkeit umgehen 
und die Frage in dasselbe Gebiet versetzen kann, zu welchem die Aufsuchung 
der reellen Wurzeln gehört, eine eigne Ausführung. Einen solchen Fall bieten 
die Gleichungen mit drei Gliedern dar. 

Da die Methode mit gleicher Leichtigkeit angewandt werden kann, die Coöf- 
ficienten der Gleichung mögen reell oder imaginär sein, so lege ich sofort die all- 
gemeine Form der Gleichung zum Grunde 


u — art e(cose-+isine)a"-tHflcosg-Hisin g) = 0 


wo e und / positive Grössen bedeuten: für einen reellen, positiven oder negati- 
ven, Coöfficienten ist dann der betreffende Winkel (s oder $) entweder 0 oder 
180°. Die Voraussetzung, dass m und » keinen gemeinschaftlichen Divisor ha- 
ben, wird ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit auch hier beibehalten blei- 
ben können. Eine der Gleichung Genüge leistende imaginäre Wurzel ze —=t!-+iu 
setzt man in die Form r(cosp -+Hisinp), wobei es für unsern gegenwärtigen Zweck 
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vortheilhafter ist, die sonst gewöhnliche Bedingung, dass r positiv sein soll, hier 
nicht zu machen, sondern anstatt derselben die, dass p immer zwischen den Gren- 
zen 0 und 180° genommen werden soll. In dem Fall, wo die Coöfficienten der 
Gleichung beide reell sind, kann man den Umfang der Werthe von p noch wei- 
ter auf die Hälfte verengen: denn da bekanntlich von den imaginären Wurzeln 
einer solchen Gleichung je zwei zusammengehören, wie #+iu und t—iu, so 
wird offenbar für die eine Wurzel jedes Paars der Werth von p zwischen 0 und 
90° fallen, und man braucht durch das indirecte Verfahren nur diese zu bestim- 
men, indem daraus die andere von selbst folgt durch Vertauschung von g mit 
180°’—p und von r mit —r. 


18. 
Das Wesen der Methode besteht in der Aufstellung einer Gleichung, welche 
bloss p ohne r enthält. Um dazu zu gelangen, setze man die Gleichung X = 0 
durch Division mit ihrem ersten Gliede in die Form 


1 +e(cose-+isine) 2" + flcosg + ising)a"" — 0 
oder 
1+er*(cos(np—e)—i sin[np—e)) fr """"(cos[(m-+n)p—g)—isin|(m-+n)p-—p])= 0 


Da nun hier die imaginären "Theile einander aufheben müssen, so hat man (N 
m — _ Fin (m+n)p—g) 
= e sin (np — 6) 
Auf ähnliche Art erhält man, wenn die Gleichung X = 0 mit ihrem zweiten 
oder dritten Gliede dividirt, und erwägt, dass in beiden Fällen die imaginären 
Theile der neuen Gleichungen einander aufheben müssen, die Gleichungen 
ymtn __ fsin(mp+:— 7) 
sin (np—e) M) 
Rn __esin(mp + s—p) 
amp) 
Man sieht, dass jede der drei Gleichungen (I) auch schon aus der Verbindung der 
beiden andern abgeleitet werden kann. Eliminirt man aber r aus Verbindung 


zweier, so erhält man (II) 
13 
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__ (gm sin (mp + e—p)"sin(np — e)" 
a ae nm Fn)p 
wo zur Abkürzung (eben so wie oben) 


gesetzt ist. Aus dieser Gleichung hat man die verschiedenen Werthe von p zu 
bestimmen; den Werth von r, welcher jedem Werthe von p entspricht, findet 
man sodann aus einer der Gleichungen (IT), am besten aus der zweiten, rücksicht- 
lich der absoluten Grösse, wobei jedoch in dem Falle, wo m-+n gerade ist, noch 
eine der beiden andern Gleichungen zur Entscheidung des Zeichens hinzugezogen 
werden muss. 


19. 


Die Auflösung der Gleichung II auf indirectem Wege wird man immer mit 
Leichtigkeit beschaffen können, wozu noch die Berücksichtigung der folgenden 
Bemerkungen beitragen wird. 

1) Die Werthe von p liegen zwischen 0 und 180°; in dem Falle, wo die 
Coöfficienten der vorgegebenen Gleichung reell sind, braucht man nur die halbe 
Anzahl, nemlich die zwischen 0 und 90° liegenden, einzeln aufzusuchen. 

2) In dem einen wie in dem andern Falle wird man zuerst das betreffende 
Intervall in die verschiedenen Unterabtheilungen scheiden, die sich durch die 
Zeichenabwechslungen in den Werthen der auf der rechten Seite der Gleichung 
II stehenden Function von p bilden. Die Uebergangswerthe von p können of- 
fenbar nur solche sein, wo einer der Winkel mp-+e—g, np—e, (m+n)p—p 
durch 180° theilbar, und also jene Function selbst entweder 0 oder unendlich 
wird. Von jenen Unterabtheilungen bleiben dann diejenigen, in welchen der 
Werth der Function negativ wird, schon von selbst aus der weitern Untersuchung 
ausgeschlossen. 

3) Falls man nicht schon auf andern Wegen genäherte Werthe von p er- 
langen kann, wird man sich das indirecte Durchsuchen der geeigneten Intervalle 
dadurch sehr erleichtern, dass man auf ähnliche Weise, wie aus den Beispielen 
des 16. Artikels zu ersehen ist, die ersten Versuche nach abgekürzten Tafeln mit 
wenigen Zifern ausführt, und in manchen Fällen möchte man wohl bequem fin- 
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den, zuerst nur die Sinuslogarithmen mit drei Zifern auf einem Blättchen etwa 
von Grad zu Grad verzeichnet zu diesem Zweck zu verwenden. 


20. 
Zu weiterer Erläuterung mag die Berechnung der imaginären Wurzeln der 
oben behandelten Gleichung 


x’ + 2320 — 480 — 0 


als Beispiel dienen. Nach der Bezeichnung des Art. 17 haben wir hier zuvörderst, 
wie oben, m=4, n=3, e=2$, f= 480, und sodann weiter &=0, 9 = 180°, 
Die Formeln I des Art. 18 werden demnach 





dd 4s0sinTp 
7 339sin3p 
ı_ __ 480sin4p 
ka sin3p 
_ __2#sin4p 
"= sinip 
und die Formel II 
1 __ S23543 sin? p" 
r 0750 sinap’sinap* 


aus welcher Gleichung zwei zwischen 0 und 90° liegende Werthe von p zu be- 
stimmen sind, da die Gleichung X = 0 neben ihren drei bereits ermittelten re- 
ellen Wurzeln noch zwei Paare zusammengehöriger imaginärer hat. Innerhalb 
dieser Grenzen wird sin7p dreimal = 0, nemlich für p = 254 Grad, 514 
Grad und 774 Grad, wobei sin7p’ jedesmal sein Zeichen ändert; sin3p wird 
einmal — 0 für p — 60° gleichfalls mit Zeichenwechsel von sin3p’; endlich 
sin4p wird einmal — 0 für p = 45°, aber ohne Zeichenwechsel für sin 4p*. 
Erwägt man nun noch, dass der Werth von ;; am für p= 0 dem Grenz- 
werthe im gleich zu setzen ist, so wird das Verhalten der Werthe jener Function 
in den sechs Unterabtheilungen des Zwischenraumes von 0 bis 90° in folgender 
Uebersicht zusammengefasst : 
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e 623543 

- 
253 0 
45 [e'e) 
514 0 

u 
60 oo 
774 0 

— 
90° oo 


Man erkennt hieraus, dass sowohl im vierten als im sechsten Zwischen- 
raume nothwendig ein der Formel II Genüge leistender Werth von p liegen muss, 
und eines Mehrern bedarf es für unsern Zweck nicht, da schon von vorne her fest 
steht, dass es nur zwei solche Werthe gibt. Die Gleichung II setze ich in die Form 


7 logsin 7 p — 3logsin 3p — 4log sindp — S = 2,0863825 


Die Auffindung des zwischen 51% und 60 Grad liegenden Werthes durch 


allmählige Annäherung vermittelst der Tafeln mit 3, 4, 5, 7 Zifern zeigt folgen- 
des Schema; 


p S Fehler 

57° 1,527 — 0,559 

58 2,354 + 0,268 
57°40' 2,0624 — 0,0240 

57 50 2,2057 + 0,1193 
57°41’ 2,07658 — 0,00980 
57 42 2,09074 + 0,00436 
57°41'41"”| 2,0862962 | — 0,0000863 
57 4142 | 2,0865320 | +0.0001495 





Hieraus p = 57°41'41"366, und ferner nach der zweiten Formel in I, 
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logsin 4p — 9,8891425n 
Comp!. logsin 3p = 0,9193523 
log (— 480) = 2,6812412n 
Tlogr — 3,4897360 
logr — 0,4985337 


und damit 
2 —= + 1,6813159 + 2,6637914i 


so wie die andere dazu gehörige Wurzel 
= — + 1,6843159 — 2,6637 914: 


Der andere zwischen 774 und 90° liegende Werth von p wird durch An- 
wendung von Tafeln mit drei Decimalen als zwischen 86° und 87° liegend erkannt. 
Die Rechnung in gleicher Gestalt wie im vorhergehenden Falle steht so: 





p | S Fehler 
86” 1,885 — 0,201 
87 | 2,533 -+0,447 
so’10' 1,9907 — 0,0957 
56 20 | 2,0946 + 0,0082 
86 19 2,08409 — 0,00229 
S6 20 | 2,09447 + 0,00809 
86’ 1913" | 2,0863229 | —0,0000596 
86 1914 | 2,0864970 | + 0,0001145 
p = 86° 19'13"342 
log sin 4 p — 9,4049540n 
Compl. logsin 3p — 0,0081108n 
log (— 480) — 2,6812412n 
Tlogr. — 2,0943060n 
logr — 0,2991866n 


Zieht man vor, r positiv zu haben, so braucht man nur zugleich für p den um 
180° vergrösserten Werth 266°19'13"342 anzusetzen. Die Wurzel selbst ist 


z = — 0,1278113 — 1,9874234 1 


und die andere dazu gehörige nur im Zeichen des imaginären 'Theils davon ver- 
schieden. 
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Die sämmtlichen Wurzeln derGleichung x’—+ 28.2 — 480 = 0 sind demnach 


+ 1,9228841 
— 2,4580892 
— 2,5778036 
+ 1,6843159-+ 2,66379141 
+ 1,6843159 — 2,66379141 
— 0,1278113+1,9874234i 
— 0,1278113 — 1,9874234i 


Die Summe der Wurzeln —+0,0000005 ist so genau mit dem wahren Werthe 0 
übereinstimmend, wie nur von dem- Gebrauch siebenzifriger L,ogarithmen erwar- 
tet werden durfte. In der andern Form hat man 


logr p 
0,2839531 0 
0,3905976 180° 
0,4112498 180 
0,4985337 57 41'41”366 
0,4985337 302 18 18,634 
0,2991866 93 40 46,658 


0,2991866 266 19 13,342 


Die Summe der Logarithmen der Werthe von r findet sich = 2,6812411, gleich- 
falls befriedigend genau mit dem Logarithmen von 480 übereinstimmend. 

Es wird übrigens kaum nöthig sein zu erinnern, dass die in diesem so wie 
die im 16. Artikel aufgestellten Rechnungen nur dazu bestimmt sind, den Gang 
der Arbeit nach ihren Hauptmomenten zu erläutern, keinesweges aber für die 
Form des kleinen Mechanismus der Operationen maassgebend sein sollen. Geüb- 
tere Rechner werden meistens vorziehen, nicht so viele Zwischenstufen anzuwen- 
den, als in jenen Beispielen geschehen ist. Ueberhaupt wird jeder in dergleichen 
Arbeiten einigermaassen erfahrne die Einzelnheiten des Geschäfts leicht selbst in 
diejenige Gestalt bringen, die den jedesmaligen Umständen und seiner eignen in- 
dividuellen Gewöhnung am meisten angemessen ist, und es kann hier nicht der 
Ort sein, in solche Einzelnheiten weiter einzugehen. 
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ANZEIGEN 


Göttingische gelehrte Anzeigen, 1815 December 23. 


Am 7.December wurde der Königl. Societät vom Herrn Prof. Gauss eine Vor- 
lesung übergeben, überschrieben: 


Demonstratio nova altera theorematis, omnem functionem algebraicam rationalem 
integram unius variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse. 


Der hier ausgesprochene Lehrsatz, der wichtigste in der Theorie der Glei- 
chungen, hat bekanntlich mehrere der ersten Geometer vielfältig beschäftigt. Die 
vornehmsten Versuche, einen vollkommen strengen Beweis davon zu geben, von 
D’ALEMBERT, Eurer, Foxcenex und Lagrange, sind von dem Verf. gegenwärtiger 
Abhandlung bereits in einer vor sechszehn Jahren erschienenen Schrift zusammen- 
gestellt, und einer Prüfung unterworfen. So sehr man den Scharfsinn, welcher 
jene Arbeiten auszeichnet, anerkennen muss, so ist doch nicht zu leugnen, dass 
sie alle mehr oder weniger Lücken übrig lassen, wodurch die Beweiskraft zerstört 
wird, und wenn gleich durch Lasrange’s tiefeindringende Untersuchungen dem 
grössten Theile jener Mängel abgeholfen worden ist, so können doch auch die Be- 
mühungen dieses grossen Geometers eben so wie die scharfsinnige Art, wie spä- 
ter Lartace diesen Gegenstand behandelt hat, gerade von dem Hauptvorwurfe, 
welcher alle jene versuchten Beweise trifft, nicht freigesprochen werden. Dieser 
besteht darin, dass man die Sache so genommen hat, als sei bloss die Form der 
Wurzeln zu bestimmen, deren Eristenz man voraussetzte, ohne sie zu beweisen, 
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eine Schlussart, die gerade hier bloss illusorisch, und in der That eine wahre 
petitio principü ist. Alle die erwähnten Beweise sind rein analytisch, auch den 
von D’ALEMBERT nicht ausgenommen, obgleich er in einer geometrischen Einklei- 
dung erscheint, die aber für die Sache selbst ganz gleichgültig ist; und man könnte 
daher sich fast zu dem Schlusse verleiten lassen, als sei jene Voraussetzung, de- 
ren Unzulässigkeit übrigens den genannten Analysten selbst entgangen ist, bei 
einer analytischen Behandlung gar nicht zu vermeiden gewesen. 

Der Verf. vorliegender Abhandlung hatte in der oben erwähnten Schrift die- 
sen Gegenstand auf eine ganz verschiedene Art behandelt, und einen höchst ein- 
fachen neuen Beweis gegeben, welcher das Eigenthümliche hat, dass er sich zum 
Theil auf die Geometrie der Lage gründet, und übrigens in Ansehung der Strenge 
nichts zu wünschen übrig zu lassen scheint. Zugleich hatte er aber schon damals 
erklärt, dass er keinesweges für unmöglich halte, auf rein analytischem Wege zu 
einem vollkommen strengen Beweise zu gelangen, und sich die ausführliche Ent- 
wicklung seiner Ideen auf eine andere Zeit vorbehalten. Andere Beschäftigun- 
gen hatten ihn bisher von diesem Gegenstande abgezogen: die gegenwärtige Ab- 
handlung ist bestimmt, jene Zusage zu erfüllen. 

Was nun diesen neuen Beweis selbst betrifft, so steht er dem erwähnten 
frühern an Einfachheit und Kürze freilich sehr nach: allein dieser Umstand liegt 
in der Beschaffenheit der subtilen Untersuchung selbst. Immer bleibt es ange- 
nehm, neben einem höchst einfachen, aber zum Theil auf Fremdartigem beruhen- 
den Beweise des wichtigen Lehrsatzes, noch einen zweiten zwar längern und 
künstlichern, aber für sich ganz selbstständigen zu besitzen. Eine Darstellung 
der Hauptideen des neuen Beweises, wenn sie nur einigermassen befriedigend aus- 
fallen sollte, würde übrigens bei weitem mehr Raum einnehmen, als der Zweck 
dieser Blätter verstattet: wir müssen daher diejenigen, welche einen Hauptreiz 
der Mathematik in der vollkommenen Klarheit ihrer Wahrheiten und der höch- 
sten Strenge ihrer Beweise finden, auf den bald erscheinenden dritten Band der 
Commentationen der Societät verweisen. 


Göttingische gelehrte Anzeigen, ı516 März 2. 


Nachdem die in diesen Anzeigen vom v. J. angezeigte Vorlesung des Herrn 
Prof. Gavss bereits abgedruckt war, hatte derselbe bei fortgesetzter Beschäftigung 
mit demselben Gegenstande das Glück, dasselbe Ziel noch auf einem ganz neuen 
Wegezuerreichen. Er hat hierüber am 30. Januar der königl. Societät eine kleine 
Abhandlung eingereicht, die die Aufschrift führt: 


Theorematis de resolubilitate functionum algebraicarum integrarum in factores reales 
demonstratio tertia. 


Die beiden frühern Beweise des wichtigsten Lehrsatzes in der Lehre von den 
Gleichungen unterschieden sich dadurch, dass der erstere sehr kurz und einfach, 
aber zum Theil auf geometrische Betrachtungen gegründet war, der andere hinge- 
gen rein analytisch aber viel complicirter, so dass es unmöglich wurde, in dem en- 
gen Raume dieser Blätter einen genügenden Auszug daraus zu geben. Dagegen 
ist nun der gegenwärtige dritte auf gänzlich verschiedenen Principien beruhende 
Beweis ebenfalls rein analytisch, übertrifft aber selbst den ersten so sehr an Ein- 
fachheit und Kürze, dass wir hier ganz füglich alles Wesentliche desselben auf 


wenigen Seiten mittheilen können. 
Es bezeichne X die algebraische Function der unbestimmten Grösse x, 


a" + Au"! + Bari Ca" usw. 
14* . 
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wo die Coöfficienten A, B, C u.s.w. bestimmte reelle Grössen sind. Es seien 
ferner r und $ zwei neue unbestimmte Grössen, und man setze 

r"coamp + Ar""*cos(m—1)9 + Br"! cos (m —2)5 + Cr"*cos(m— 3)p + u.u.w. =: 

rt nmpt Ar"! ainlm—1)9 + Br" sinim— 2)p + Cr"? sin(m— 3) + usw. = u 
mr" comp + (m— 1) Ar""*cos(m—1)9 + (m— 2) Br" cos(m— 2)9 + (m— 3) Cr!cos(m—1)e Fus.w.=t 
mr" sinmp + (m— 1) Ar""* sin(m—1)9 + (m— 2) Br”"*sin (m— 7)9 + (m— 3) Cr*tsin{n—3)> $us.w.=w 
mmr® 08 mp + (m— 1)" Ar" cos(m—1)9 + (m— 2)’ Br” " cosem— 2)9 + (m— 3)’ Cr" cos{m— 3) +u.s.w. =" 
mmr" sinmp + (m— 1)" Ar""' sin(m—1)5 + (m— 2)" Br" sin(m— 2) + (m—3)’Cr*"sinem—3)e + u.s.w. = u” 

(etw) +uu) + lt — url +un) __ 
r(tt+ ww)* ——. 





Der Factor r kann offenbar aus dem Nenner des Ausdrucks für y wegge- 
schafft werden, da €’, «, £”, «" durch r theilbar sind. 

Es sei ferner R eine beliebige bestimmte positive Grösse, mit der einzigen 
Einschränkung, dass sie grösser sei als die grösste von folgenden 


mAy2, YmBy2), YlmCy2), Y(mDy2) ete. 


abgesehen von dem Zeichen von A, B, C u.s.w., oder indem man alle als positiv 
betrachtet. 
Endlich mögen noch folgende Bezeichnungen Statt finden: 
m con 45° + AR" cos (15° +) + BR" cos(15° + 27) OR" rc +HIo)+uaw.= 7 
R” sin 45° + AR" sin (45° +9) + BR" sin(45° +29) + CR" sin (15° +3) + u.s.w. = U 
m." cos43°+{m— 1) AR" cos(45’+p) + (m— 2) BR" * cos(45° +29) +{m— 3) CR" cos 15° 3p)+u.s.w.= 7’ 
mE” sin 45°4+(m— 1) AR" sin(45°+p)+{m— 2) BR" sin(45°+2p) +{m— 3) CR" sin( 15’ +37) +u.s.w.= U" 
Nach allen diesen Vorbereitungen, welche wir der bequemern Uebersicht 
wegen zusammengestellt haben, ergeben sich leicht nachstehende Folgerungen: 
I. Die Grösse T ist nothwendig positiv, welchen Werth man auch immer 
der Grösse  beilege. Dies ist leicht zu übersehen, wenn man T in folgende 
Form bringt: 
a (R+mAy2.cos(45°+9)) 
+ (RR-+mBy2.cos(45°+ 29) 


+4; (R’+m Cy2.cos(45’+32)) 
Ri 


nr (R'-+mDy2.cos(45’+47)) 
+u.s.w. 
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da jeder Theil einzeln genommen nothwendig positiv wird. Auf ähnliche Weise 
ist leicht zu beweisen, dass für jeden Werth von % auch U, T’, U’ nothwendig 
positiv werden. 

U. Für r=R erhalten die Functionen t, w, t', w der Reihe nach fol- 
gende Werthe 


T cos (45° -- mg) + U sin (45° + mpg) 
T sin (45° + my) — U cos(45° + my) 

T'cos (45° + mg) + U’sin (45°+ mg) 
T'sin (45°-- mg) — U’cos(45°-H mp) 


Hieraus folgt, dass für r—R, tt+uu— TT+UT, tt +w—= TT+UU' 
also beide nothwendig positiv werden. 

III. Es kann also für keinen Werth von r, der grösser ist als jede der 
Grössen mAy2, Y{mBy2), YlmCy2)u.s.w., zugleich £— 0 und u—0 werden. 


Das Haupttheorem ist nun folgendes: 
Innerhalb der Grenzen r—=0,r—=R, und = 0, 9 =360° (einschl.) gibt 
es gewiss Werthe für r und %, aus denen zugleich t— 0 und u— 0 wird. 


Der Beweis davon wird auf folgende Art geführt. Wenn man annimmt, das 
Theorem sei nicht wahr, so folgt, dass t£+uu für jede Werthe von r und $ 
zwischen den angegebenen Grenzen immer positiv, und folglich y immer endlich 
werden muss. Betrachten wir nur den Werth des doppelten Integrals 


Sfydrdy 


vn r=0bisr=R, undvon $= 0 bis p = 360° erstreckt, der also eine 
ganz bestimmte endliche Grösse haben wird. Dieser mit @ zu bezeichnende Werth 
kann auf zwiefache Art gefunden werden, indem man entweder zuerst nach $ 
und dann nach r integrirt, oder in umgekehrter Ordnung. Beide Wege müssen 
nothwertdig zu einerlei Resultate führen. 

Nun hat man aber, wenn man r als beständig betrachtet, unbestimmt 


tu'— ut’ 
Sy? oo r(tt+uu) 


wie man sich leicht durch Differentiation versichern kann. Eine beständige Grösse 
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ist bei der Integration nicht hinzuzufügen, insofern diese von p = 0 anfangen 
soll, da für diesen Werth offenbar 


tu—ut! 
tun 0 





wird: und da eben dies für $ = 360° gilt, so ist der Werth von fydy, von 
9—=0 bis g = 360° erstreckt, — 0, bei jedem Werthe von r. Hieraus 


schliessen wir also @ — 0. 
Von der andern Seite hat man, wenn man 9 als beständig betrachtet, un- 


bestimmt 





tt’+ um 
Syar = GI run 


wie ebenfalls leicht durch die Differentiation nach r bestätigt wird. Auch hier 
ist keine beständige Grösse hinzuzusetzen, insofern die Integration von r = 0 
anfangen soll. Das Integral [ydr, von r—=0 bis r— R ausgedehnt, wird 
folglich nach II 

„ ZEUG 

— TT+UV 
also gewiss positiv für jeden Werth von 9. Hieraus wird demnach auch 2, d.i. 
der Werth des Integrals 

TT+UUT d 

TT+UV 
von = 0 bis p = 360° ausgedehnt. nothwendig positiv werden, welches mit 
dem erstern Resultate in Widerspruch steht. Die Voraussetzung war folglich un- 
statthaft, und dadurch ist die Wahrheit des Theorems selbst bewiesen. 

Dass nun für jede Werthe von r und 9%, welche zugleich == 0 und v=0 

geben, 


r(cosp+singy—1) und r(cosp— sinpy—1) 


Wurzeln der Gleichung X = 0 sind, oder dass die Function X dann entweder 
den Factor der zweiten Ordnung 


22 — 2rcosp.e-+rr 


(wenn weder r noch sinp verchwinden) oder den Factor der ersten Ordnung 
2 +-r 
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(wenn entweder sing = 0, also cosg = +1, oder r—=0 wird) enthält, ist be- 
kannt genug, und braucht hier nicht erst weiter entwickelt zu werden. Was von 
X so eben bewiesen ist, gilt nachher wieder von dem Quotienten, wenn X durch 
jenen Factor dividirt ist, u. s.f., woraus die vollständige Zerlegbarkeit der Function 
X in dergleichen Factoren erhellet. 


Durch diese kurze Reihe von Schlüssen ist das eigentliche Ziel vollständig 
erreicht. Nicht gefordert, aber doch gewünscht werden konnte noch eine Erläu- 
terung, in wiefern der obige Widerspruch — der unvermeidlich war, wenn man 
das Theorem als unwahr ansah — wegfalle, wenn man von der Wahrheit des 
Theorems ausgeht. Der Verf. hat darüber einige Winke gegeben, die hier nur 
kurz berührt werden können. Ist das Theorem wahr, so sind nicht mehr alle 
Werthe von y endlich; es ist folglich nicht mehr ohne weiteres verstattet, [fydrdy 
als eine wirkliche bestimmte Grösse anzunehmen, und man darf sich daher nicht 
wundern, dass der blosse blinde Mechanismus des Calcüls, auf verschiedenen 
Wegen widersprechende Resultate liefert. "Die Analyse pflegt sehr häufig sich so 
zu helfen, dass sie auf Fragen, die man ihr ohne Einschränkung vorlegt, obgleich 
sie in gewissen Fällen ungereimt sein können, nur halbbestimmte Antworten gibt. 
So ist es bei der Bestimmung des Werthes des Integrals [fydrdg. Soll dasselbe 
allgemein, vonr=kbis r—/! undvon g—=Kbis$=L erstreckt wer- 


den, und bezeichnet man den Werth von z 


fürr=k, 9—K durch 9 
r=k, y=L durc # 
r=I!, 9=K durch 0" 
r=I, =Z duch 


so geben die analytischen Operationen für jenes Integral den Ausdruck 
Arctgü — Arctgl! — Arctgl"—- Arctgi” 


Das Integral hat in der That nur dann einen wahren Werth, wenn y innerhalb 
der angegebenen Grenzen immer endlich bleibt: dieser wahre Werth ist dann un- 
ter obigem Ausdruck allerdings begriffen, aber an sich dadurch noch nicht ganz 
bestimmt, da die Function Arc. tg. eine vielförmige ist, und erst aus anderweitigen 
(übrigens nicht schwierigen) Betrachtungen muss entschieden werden, welche 
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Werthe dieser Function im bestimmten Fall zu nehmen sind. So oft hingegen 
innerhalh der angegebenen Grenzen y irgendwo unendlich wird, ist eigentlich 
die Frage nach dem Werthe von S. f ydrdyp ungereimt; unterfüngt man sich, diese 
Ungereimtheit ignorirend, dennoch, sie zu beantworten, so darf man sich nicht 
befremden lassen, auf einem Wege diese, auf anderm jene Antwort zu erhalten, 
welche verschiedene Beantwortungen inzwischen allemal unter dem obigen halb- 
bestimmten Ausdrucke begriffen sind. 


Handschriftliche Bemerkungen. 

Die Bedingung für R kann auch so gestellt werden, dass es grösser ist als ı und als die absolute Summe 
der Grössen A, B, C’ etc. in ya multiplieirt. Es sei diese absolute Summe = u4A+62+7C+5D+ etc. 
so dass jeder der Coöfficienten a, &, etc. entweder +1 oder —ı wird. Dann ist der positive Werth von 
Tu.s. w, aus folgender Form klar 





T= Roos 15° (R— y2.(aA+6B+7C+ete.))+ Ra 4+A cos (15°4+2)) + R"(6BR+ Boos(15°4+2))+ etc. 
Lehrsatz. Sind a,d,c...m, n die Wurzeln der Gleichung fr = 0, a’, b', cd‘... m’ die Wurzeln der 
Gleichung f'r = 0, w fr = Tr und werden durch dieselben Buchstaben die entsprechenden Punkte in 


plano bezeichnet, so ist, wenn man sich in a,d,c...m, n gleiche abstossende oder anziehende Massen denkt, 
die im umgekehrten Verhältniss der Entfernung wirken, in a’, d, e'... m’ Gleichgewicht, 





Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen. 1849 Juli so. 





Die in der Sitzung der König]. Gesellschaft der Wissenschaften am 16. Ju- 
lius von dem Geh, Hofr. Gauss gehaltene Vorlesung bezog sich auf die 


Theorie der algebraischen Gleichungen. 


Von der ausführlichen Denkschrift, die in Kurzem im Druck erscheinen wird, 
geben wir hier nur folgenden Bericht. 

Sie besteht aus zwei Abtheilungen, deren jede einem besondern Gegen- 
stande gewidmet ist. 

Die erste Abtheilung beschäftigt sich mit dem Grundlehrsatz der Lehre von 
den algebraischen Gleichungen, nemlich mit der Zerlegbarkeit jeder rationalen 
bruchfreien algebraischen Function Einer veränderlichen Grösse in Factoren, wo- 
rüber der Verf. schon im Jahre 1799 eine Denkschrift veröffentlicht hatte unter 
dem Titel Demonstratio nova theorematis , omnem functionem algebraicam rationalem 
integram unius variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse. 
Diese Denkschrift hatte einen doppelten Zweck, zuerst, zu zeigen, dass die sämmt- 
lichen bis dahiu versuchten Beweise des ausgesprochenen Lehrsatzes ungenügend 
und illusorisch waren, und zweitens, einen vollkommen strengen neuen Beweis 
zu geben. Es würde unnöthig sein, auf den ersten Gegenstand noch einmal zu- 
rückzukommen: dagegen aber muss bemerkt werden, dass der Verf. jenem ersten 
neuen Beweise späterhin noch zwei andere hat folgen lassen, die sich im 3. Bande 
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der Commentationes recentiores unserer Societät befinden, und dass ein vierter von 
Cauchy zuerst aufgestellt ist. Alle diese vier vollkommen strengen Beweise be- 
ruhen auf eben so vielen ungleichen Grundlagen, darin aber kommen sie überein, 
dass sie sämmtlich unmittelbar nur das Vorhandensein Eines Factors der betreffen- 
den Function darthun. Der Strenge der Beweise geschieht hiedurch kein Eintrag. 
Denn es ist klar, dass nach Ablösung dieses einen Factors von der vorgegebenen 
Function eine ähnliche Function von niederer Ordnung zurückbleibt, auf welche 
der Lehrsatz aufs neue angewandt werden kann, und dass aus der fortgesetzten 
Wiederholung des Verfahrens zuletzt eine vollständige Zerlegung der ursprüngli- 
chen Function in Factoren der bezeichneten Art hervorgehen wird. Indessen ge- 
winnt offenbar jede Beweisführung eine höhere Vollendung, wenn gezeigt wird, 
„dass sie geeignet ist, das Vorhandensein sämmtlicher einzelnen Factoren auf ein- 
mal unmittelbar anschaulich zu machen. Der erste Beweis ist wirklich in diesem 
Falle, wie in der gedachten Denkschrift (Art. 23) bereits angedeutet, aber nicht 
weiter ausgeführt war. Die gegenwärtige Abhandlung gibt nun diese Erweite- 
rung, jedoch nicht in der Gestalt eines Zusatzes zu der Denkschrift von 1799, 
sondern als Bestandtheil einer Umarbeitung derselben. Es wird nemlich der Be- 
weis hier selbstständig von neuem aufgeführt, aber mit einigen wesentlichen Ab- 
änderungen im Gange, wodurch eine bedeutende Vereinfachung gewonnen ist. 
Verändert ist ausserdem auch die ganze Einkleidung, die bei der ältern Schrift 
absichtlich so gewählt war, dass alle Einmischung imaginärer Grössen gänzlich 
vermieden werden konnte. Da jedoch die Beweisführung sowohl ihrem Ursprunge 
als ihrem wahren Wesen nach mit der Conception der complexen Grössen im in- 
nigsten Zusammenhang steht, was auch, seitdem diese in der Wissenschaft ein- 
gebürgert ist, aufmerksamen Lesern jener Denkschrift nicht entgangen ist, so 
hat Verf. es für angemessen gehalten, jene erste Einkleidung jetzt fallen zu las- 
sen, und die Argumentation auf ihr eigentliches Feld zurück zu versetzen, deren 
Grundbegriffe jetzt Jedermann geläufig sind, zumal da dadurch nicht bloss grössere 
Eintachheit sondern auch noch etwas grössere Allgemeinheit gewonnen wird. 

Die zweite Abtheilung ist den algebraischen Gleichungen mit drei Gliedern 
gewidmet. Diese haben das Eigenthümliche, dass von den zur numerischen Auf- 
lösung der Gleichungen bestimmten Methoden einige bei jenen einer Geschmei- 
digkeit und Eleganz fähig werden, von der ihre Anwendung auf Gleichungen von 
weniger einfacher Gestalt sehr weit entfernt bleibt. Dies gilt namentlich von der 
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Auflösung durch unendliche Reihen, und von der indireeten Methode. Es scheint 
daher die Entwicklung dieser Methoden für die Gleichungen von jener Form eine 
besondere Ausführung um so mehr zu verdienen, da das Vorkommen solcher 
Gleichungen in der That ein sehr häufiges ist. 

Die Auflösung durch unendliche Reihen hat jedoch der Verf. von seinem 
gegenwärtigen Zweck gänzlich ausgeschlossen, und nur bemerkt, dass für jede 
Wurzel einer solchen Gleichung, sei sie reell oder imaginär, eine convergente 
und nach einem leicht erkennbaren Gesetz fortschreitende Reihe gefunden werden 
kann. So schön aber auch diese Auflösungsart in allgemein theoretischer Bezie- 
hung ist, so wird man doch, wo es auf wirkliche praktische Anwendung ankommt, 
den indirecten Methoden in allen den Fällen den Vorzug geben, wo jene Conver- 
genz nicht eine sehr schnelle ist. 

Diese indirecten Methoden nun sind der Gegenstand der zweiten Abtheilung. 
Es handelt sich hier von zwei Methoden, denn das Verfahren, welches zur Be- 
stimmung der imaginären Wurzeln erfordert wird, ist ganz verschieden von dem 
für die reellen Wurzeln anzuwendenden. Von dem letztern hat der Verf. schon 
bei andern Gelegenheiten ein paar Proben an besondern Füllen gegeben, und da- 
bei zugleich die allgemeine Anwendbarkeit des Verfahrens angedeutet. Obgleich 
diese Generalisirung durchaus keine Schwierigkeit hat, so hat der Verf. doch ge- 
glaubt, dass man gern die gebrauchfertigen Vorschriften zusammengestellt sehen 
würde, zumal weil die Anzahl der dabei zu unterscheidenden und einzeln zu be- 
handelnden Fälle nicht unbeträchtlich ist. 

Die Auffindung der imaginären Wurzeln auf indirectem Wege ist (insofern 
nicht schon einigermassen angenäherte Werthe anderswoher bekannt sind) des- 
wegen viel schwieriger, als die der reellen, weil jene aus einem unendlichen Ge- 
biete von zwei Dimensionen herausgesucht werden müssen, diese nur aus einem 
Unendlichen von Einer Dimension. Diese Schwierigkeit lässt sich bei den Glei- 
chungen von drei Gliedern durch einen einfachen sehr nahe liegenden aber wie es 
scheint sonst bisher noch nicht benutzten Kunstgriff umgehen. Auch für diese 
Aufgabe sind die zur Auflösung erforderlichen Vorschriften vollständig und in ge- 


brauchfertiger Gestalt mitgetheilt. 
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Recherches mathömatiques ou diverses questions non resolues ou dont la solution 
laisse quelque chose & desirer. Par P. L. Coyrer. Premier memoire contenant 
des observations generales sur les equations algehriques. Paris 1813. Chez Eberhardt. 
(16 Seiten in Quart.) 

Wenn wir die wortreiche, schwülstige Vorrede recht verstehen, so soll der 
Zweck des gegenwärtigen Aufsatzes, und anderer, die ihm noch folgen sollen. 
dahin gehen, allerlei nach des Verfassers Meinung usurpirte Resultate der Ana- 
Iyse mit den Waffen der Synthese zu bekämpfen und umzustürzen. Aus dem 
Ganzen der Schrift sieht man aber, dass der Verfasser eigentlich mit den Wör- 
tern Analyse und Synthese ihm eigenthümliche Begriffe verbindet, und bei jener 
sich ein blosses blindes Zeichenspiel, bei dieser eine reelle anschauliche Erkennt- 
niss denkt. Ein solches Unternehmen verdient allerdings Lob. wenn sich ein 
solches blindes Zeichenspiel vorfindet, das sich den Namen Analyse anmasst; bei 
den meisten Versuchen dieser Art aber, diesseit und jenseit des Rheins gemacht, 
finden wir, dass die Blindheit nicht in dem Bekämpften, sondern in dem Bekäm- 
pfenden lag. Wohin gegenwärtige Schrift zu rechnen sei, möge man aus dem 
Inhalt, den wir kurz anzeigen wollen, beurtheilen. 

Hauptsächlich ist die vorliegende Schrift gegen die Zerlegbarkeit der alge- 
braischen Gleichungen in einfache Factoren gerichtet (schon in diesem Ausdrucke 
liegt eine Unrichtigkeit, die sich freilich auch manche andere Schriftsteller haben 
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zu Schulden kommen lassen}. Der Verfasser nennt dieselbe auch öfters das Theo- 
rem von 1746, ohne Zweifel, weil D’ALENBERT um diese Zeit zuerst den Versuch 
eines strengen Beweises machte. Dass dieser Beweis von p’ALEMBERT, eben so 
wie die Beweise von EULER, FONcENEx, LAGRANGE, keineswegs befriedige, darüber 
haben wir schon vor 14 Jahren an einem andern Orte unser Urtheil erklärt, und 
eben so müssen wir freilich, unserer Ü’eberzeugung nach, von Larrzace's und La- 
GRANGE'S spätern Arbeiten über denselben Gegenstand urtheilen. Allein in diese 
Beweise selbst lässt sich unser Verfasser gar nicht ein: seine Bemerkungen sind 
sanz anderer Art, und nicht gegen die Beweise. sondern gegen den Lehrsatz 
selbst gerichtet. Er behauptet nemlich {um nur bei dem einfachsten Fall einer 
quadratischen Gleichung er — 2a r+b=0 stehen zu bleiben), e— [a+Ylaa —b)! 
sei gar kein einfacher Factor, weil e—[a—+y/{aa—b)! = 0 gar keine Gleichung 
der ersten Ordnung, sondern eine wahre quadratische Gleichung sei. Man möge 
vor die Wurzelgrösse das Zeichen +, oder das Doppelzeichen + schreiben, im- 
mer drücke sie beide Wurzeln zugleich aus. Jede Gleichung stelle eigentlich die 
Relation zwischen zwei veränderlichen und einer beständigen Lineargrösse dar, die 
Classification der Gleichungen und die Classification der Curven nach Ordnungen 
müsse aufs genaueste zusammenhangen, die Gleichung @ — [a+ Ylaa—D)) = 0 
als identisch mit der Gleichung 22—2ar-+b —= 0 betrachtet, und also erstere 
so gut, wie letztere, zur zweiten Ordnung gezählt werden. Diese Behauptungen 
machen den Inhalt der Schrift aus, und zeigen uns nichts, als die Verworrenheit 
der Begriffe des Verfassers. Die gemeine Algebra kennt gar keine veränderlichen 
(irössen, sondern bloss unbekannte und bekannte. Das Wurzelzeichen y hat ei- 
gentlich in der mathematischen Zeichensprache eine doppelte Bedeutung (und 
dies ist allerdings eine kleine Unvollkommenheit); YA soll entweder definirt wer- 
den, eine Grösse, deren Quadrat — A, oder die positive Grösse, deren (Juadrat 
— A, insofern A positiv ist. Es hängt von dem Analysten ab, wie er das Zei- 
chen gebrauchen will, und ein denkender, vorsichtiger Analyst wird sich immer 
klar bewusst sein. und sich immer so ausdrücken. dass auch dem Leser kein 
Zweifel übrig bleibe, ob das Zeichen in unbestimmter oder in bestimmter Bedeu- 
tung gebraucht sei. Gleichungen werden, wie wir schon oben andeuteten, gar 
nicht in Factoren zerlegt, sondern Funetionen einer veränderlichen Grösse. Also 
nicht die Gleichung £x— 2ac-+b = 0, sondern die Function ze — 2ax + b 
wird in die Factoren 2—[a+ylaa—b)|, e—a— ylaa—b)) zerlegt, und inso- 
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fern man darin bloss x als veränderlich betrachtet, nennt man dieselben Facto- 
ren der ersten Ordnung. Immerhin mag der Verfasser, wenn er die Gleichung 
z2— 2arz-+b—= 0 als Ausdruck einer Curve, und «a oder 5b als veränderlich 
betrachtet, den Factor z—[a-+y/aa—b)] einen Ausdruck der zweiten Ord- 
nung nennen, er bestreitet dadurch keine Wahrheit, sondern nur die Schicklich- 
keit einer Benennung in einem Fall, worin man sie nicht gebraucht, und nie ge- 
braucht hat. 

Den meisten mathematischen Lesern dieser Blätter werden freilich diese 
Erörterungen überflüssig sein; wir glaubten aber doch die Begriffe des Verfassers 
etwas entwickeln zu müssen, damit Niemand sich durch den Titel der Schrift ver- 
leiten lasse, neue Aufklärungen darin zu erwarten, wozu dem Verfasser die er- 
sten Elemente zu fehlen scheinen. 


Göttingische gelehrt Anzeigen. 1533 Februar 25. 


Analyse des öquations determindes par Fourıer. Premiere partie. Paris 1831. 
Chez Firmin Didot freres. (XXIV und 258 $. in Quart.) 

Nach dem Entwurf des Verfs. sollte dieses Werk aus zwei Abtheilungen be- 
stehen. und die erstere ausser einer allgemeinen Uebersicht des Ganzen die bei- 
den ersten Abschnitte, die zweite Abtheilung hingegen die fünf übrigen Ab- 
schnitte enthalten. Der Verf. wurde den Wissenschaften durch den Tod entris- 
sen, als der Druck eben angefangen war. Indessen fand sich die ganze erste 
Abtheilung, die wir hier durch die Besorgung des Hrn. Navızx erhalten, so gut wie 
vollständig ausgearbeitet vor, während der Rest von der Vollendung noch weit 
entfernt war: man muss dies um so mehr bedauern, da aus der allgemeinen Ue- 
bersicht hervorgeht, dass manche interessante Untersuchungen dafür bestimmt 
waren. Hier müssen wir, mit Uebergehung dessen, was wir zu erwarten gehabt 
hätten, wenn dem Verf. ein längeres Leben zu Theil geworden wäre, uns auf die 
Anzeige von dem einschränken, was wir wirklich erhalten haben. 

Der Zweck des Werks ist, die numerische Auflösung der bestimmten alge- 
braischen Gleichungen in einen ganz sichern und möglichst einfachen Gang zu 
bringen, namentlich die Anzahl der reellen und imaginären Wurzeln mit völliger 
Bestimmtheit auszumitteln, jene einzeln in feste Grenzen einzuschliessen und die 
stufenweise zu beliebiger Schärfe zu führende Annäherung zu ihren Werthen ganz 
methodisch anzuordnen. Die Hauptgrundlage des Ganzen bildet ein dem Verf. 


120 ANZEIGE, 


eigenthümliches Theorem, welches als eine glückliche Generalisirung von Des- 
carres Lehrsatz (gewöhnlich nach Harxıor benannt) zu betrachten ist, und, dem 
Wesen nach, in Folgendem besteht. Es sei X eine geordnete ganze algebraische 
Function von x {mit lauter reellen Zahlenco£@fficienten‘; ferner a, a’ zwei beliebige 
bestimmte ungleiche reelle Grössen, und zwar ad—a positiv; durch die Substi- 
tutionen 2 —=y-+ta, @=y+a gehe X in die gleichfalls geordneten Functio- 
nen Y. Y’ über, in welchen die Co@fficienten resp. 9. 9’ Zeichenfolgen enthal- 
ten: der ausnahmliche Fall, wo einer oder mehrere Coöffieienten verschwinden, 
wird hier der Kürze wegen bei Seite gesetzt. Dies vorausgesetzt, kann die Glei- 





chung X == 0 innerhalb der Grenzen @« — a, 2 —= a ‘nicht mehr als ’—g 
reelle Wurzeln enthalten, oder noch bestimmter, wenn die Anzahl der reellen 
Wurzeln zwischen jenen Grenzen —X ist, so ist allemal 9 —g—ıX entweder 
— 0, oder eine gerade positive Zahl. Ist demnach die Differenz 9’—g, welche 
niemals negativ sein kann, = 0, so gibt es zwischen jenen Grenzen gar keme 
reelle Wurzel; wird 7—g — I, so enthalten die Grenzen eine reelle Wurzel 
und nicht mehr; ist endlich g’—g = 2. so bleibt einstweilen noch ungewiss, 
ob zwei reelle Wurzeln zwischen den Grenzen liegen oder gar keine. Anstatt 
zweier Grenzen a, a’ kann man eine grössere Anzahl auf ganz ähnliche Art be- 
handeln, und solche so wählen, dass erstlich der kleinsten eine Function Y mit 
blossen Zeichenwechseln, der grössten eine mit blossen Zeichenfolgen entspricht, 
also wenn die entsprechenden Zahlen der Zeichenfolgen der Reihe nach mit 
9,9, 9", g”u.s.f. bezeichnet werden, die erste dieser Zahlen — 0, die letzte 
der Ordnungszahl der Gleichung gleich wird; und zweitens, dass simmtliche ein- 
zelne Differenzen g’—g, g"—g. g"—g’u.s.w. nur entweder —= 1 oder = 2 
werden. Dadurch werden dann sämmtliche reelle Wurzeln dergestalt zwischen 
Grenzen eingeschlossen , dass in jedem einzelnen Intervall entweder eine liegen 
muss, oder zwei liegen können. Wie im letztern Fall auf ganz methodische Art, 
nöthigenfalls durch weitere Verengung der Grenzen zur Entscheidung gebracht 
wird, ob die zwei reellen Wurzeln wirklich vorhanden sind, oder fehlen, kann 
hier des beschränkten Raumes wegen nicht näher ausgeführt werden. Wir be- 
merken nur, dass so oft dieser letzte Fall eintritt, es allemal innerhalb solcher 
Grenzen einen Zwischenwerth gibt. für welchen in der Funetion Y ein Cosfh- 
cient vor dem letzten ausfällt, während der vorhergehende und folgende gleiche 
Zeichen haben.  Fovkter nennt solche Stellen kritische: jede solche kritische 
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Stelle bedingt demnach das Fehlen von zwei reellen Wurzeln: wenn aber Fou- 
RIER sich zugleich so ausdrückt, dass jedesmal zwei solche ausfallende reelle Wur- 
zeln imaginär werden, so können wir diesen Ausdruck nicht ganz billigen, da er 
leicht zu einer Misdeutung Veranlassung geben könnte. In der That ist es zwar 
wahr, dass die Gleichung X —= 0 zusammen gezählt genau so viele Paare imagi- 
närer Wurzeln enthält, als solche Ausfälle oder kritische Stellen vorkommen: al- 
lein die Werthe aller imaginären Wurzeln sind an sich eben so bestimmte Grössen 
wie die reellen, und jener Ausdruck kann daher leicht so gedeutet werden, als 
ob jeder bestimmten Lücke ein bestimmtes Paar imaginärer Wurzeln angehörte, was 
jedoch nicht nur von Fourrer nicht nachgewiesen ist, sondern so lange, als tie- 
fer eindringende Untersuchungen diesen interessanten Punkt noch nicht in helles 
Licht gesetzt haben, zweifelhaft bleiben muss. Uebrigens soll hiermit nicht ge- 
sagt werden, dass Fourıer selbst den Ausdruck so verstanden habe; wir möchten 
eher das Gegentheil annehmen, und fast vermuthen, dass er über das Dasein oder 
Nichtdasein eines solchen bestimmten Zusammenhanges ungewiss geblieben, und 
absichtlich einer offenen Erklärung über den verfänglichen Ausdruck ausgewichen 
sei. Ueberhaupt hat Fourrer in das Wesen und die Berechnung der imaginären 
Wurzeln in diesem Werke sich gar nicht eingelassen, und es bleibt daher noch 
ein weites Feld zu bearbeiten übrig. 

Einem so gewandten Grössenforscher, wie Fourıer war, konnte es. einmal 
im Besitz jenes schönen Lehrsatzes — und nach den von Herrn Navızr mitgetheil- 
ten Notizen ist jener in diesem Besitz schon seit sehr langer Zeit gewesen — nicht 
schwer fallen, auf demselben die Anordnung der Technik der numerischen Auf- 
lösung der Gleichungen zu begründen, und diese Entwickelung ist mit grosser 
Vollständigkeit und Ausführlichkeit gegeben. Geübtere Leser möchten vielleicht 
eine etwas gedrängtere Darstellung und die Wegschneidung mancher Wiederho- 
lungen vorziehen, dem weniger geübten werden die vielen gut gewählten und aus- 
führlich behandelten Beispiele willkommen sein. Jedenfalls sichert dieses Werk 
Fovrıer's Namen auch in diesem Theile der Grössenlehre einen ehrenvollen Platz, 


den er in andern schon längst behauptet. 
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INTRODUCTIO, 
1. 

Series, quam in hac commentatione perscrutari suscipimus, tamquam functio 
quatuor quantitatum «a, 5, y, x spectari potest, quas ipsius elementa vocabimus, 
ordine suo elementum primum «a, secundum 5, tertium y, quartum = distin- 
guentes. Manifesto elementum primum cum secundo permutare licet: quodsi ita- 
que brevitatis caussa seriem nostram hoc signo F/a,d,y,x) denotamus, habe- 
bimus F(d,a,y,2) = Fla,d,y.2). 


2. 

Tribuendo elementis «a, 6, y valores determinatos, series nostra in functio- 
nem unicae variabilis x transit, quae manifesto post terminum 1—a"" vel 
1— 6” abrumpitur, si a—1 vel 65—1 est numerus integer negativus, in ca- 
sibus reliquis vero in infinitum excurrit. In casu priori series exhibet functionem 
algebraicam rationalem, in posteriori autem plerumque functionem transscenden- 
tem. Elementum tertium y debet esse neque numerus negativus integer neque 
=0, nead terminos infinite magnos delabamur. 
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3. 
Coöfficientes potestatum =”, x”*" in serie nostra sunt ut 


(++ HH 





adeoque ad rationem aequalitatis eo magis accedunt, quo maior assumitur m. Si 
itaque etiam elemento quarto x valor determinatus tribuitur, ab huius indole 
convergentia seu divergentia pendebit. (uoties scilicet ipsi & tribuitur valor rea- 
lis, positivus seu negativus, unitate minor, series certo, si non statim ab initio, 
tamen post certum intervallum, convergens erit, atque ad summam finitam ex 
asse determinatam perducet. Idem eveniet per valorem imaginarium ipsius x 
formae a-+by—1, quoties aa--bb<{1. Contra pro valore ipsius x reali uni- 
tateque maiori, vel pro imaginario formae a-+-by—1, quoties aa+bb>1, se- 
ries si non statim tamen post certum intervallum necessario divergens erit, ita ut 
de ipsius summa sermo esse nequeat. Denique pro valore r —=1 (seu generalius 
pro valore formae a+-by—1, quoties aa-+-bb= 1) seriei convergentia seu di- 
vergentia ab ipsarum a, d, y indole pendebit, de qua, atque in specie de summa 
seriei pro 2 = 1, in Sect. tertia loquemur. 

Patet itaque, quatenus functio nostra tamquam summa seriei definita sit, 
disquisitionem natura sua restrictam esse ad casus eos, ubi series revera conver- 
gat, adeoque quaestionem ineptam esse, quinam sit valor seriei pro valore ipsius 
x unitate maiori. Infra autem, inde a Sectione quarta, functionem nostram al- 
tiori principio superstruemus, quod applicationem generalissimam patiatur. 


4. 


Differentiatio seriei nostrae, considerando solum elementum quartum x 
tamquam variabile, ad functionem similem perducit, quum manifesto habeatur 


dFla,6,y, x B 
Fear? = "Fla+1, 641, y+1. 2) 


Idem valet de differentiationibus repetitis. 


5. 


Operae pretium erit, quasdam functiones, quas ad seriem nostram reducere 


licet, quarumque usus in tota analysi est frequentissimus, hic apponere. 
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I. +u" = t"F(—n, 6,8, —#) 

ubi elementum 6 est arbitrarium. | 

u. ++" = 2 Fl—in, —4a+4 4 ©) 

II. (+W"+1"= 21" F(—n, o, 20, — 7) 

denotante ® quantitatem infinite parvam. 

IV. +W"— (tu) = 2ntTur(—4n +4. —4n-1, $, =) 
V. +W"—t" = nt!uFlı—n, 1,2, —7) 

vI. log(1+t) = F{i, 1,2, —t) 

v1. log + = 2r Fly, 1, 4, er) 


VIL = Fl1,k1,4)=1+tF(1,% 2,4) = 14144 F(1,k,3,f) ete 
denotante e basin logarithmorum hyperbolicorum, % numerum infinite magnum. 
IX. e+e'= 2F(k,K, 4, gp) 

denotantibus k, X numeros infinite magnos. 


x... d-et=UFkk,t, am) 

XI. sint=tF(k,K,}, Zur) 

X1. cost = Fik,k,}, a 

XIII. t= sint. F(}, 4. #, sin?) 
XIV. t = sint. cost. F(1, 1,4, sin?”) 
XV. t = tangt. F(4, 1,#, —tangt‘) 


XVi. sinaf — asint. Fl$in +4, —4n+4, 4, sint”) 

XV1l. sinnt = nsint, cost. F{fn +1, —4n-+1, #, sint”) 

XVII. sinnt = asint. cost" F(—4n-H1, —4n-+4, 3, —tangt) 
XIX. sinnt — nsint. cost”""F(in-Hi, 4n+4, }, —tang®) 
xXX. cosnt = F(fn, —+n, 4, sin?) 

XXI. cosat = cost. Fl$n +4, —4n-+4, 4, sin”) 

XXI  cosnt = cost" FI—4n, —4n +4 4, —tangt”) 

XXI. cosnt — cost” F(4n+4, #n, 4, —tangt”) 
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6. 

Functiones praecedentes sunt algebraicae atque transscendentes a logarith- 
mis eirculoque pendentes. Neutiquam vero Aarum caussa disquisitionem nostram 
generalem suscipimus, sed potius in gratiam theoriae functionum transscenden- 
tium altiorum promovendae, quarum genus amplissimum series nostra complecti- 
tur. Huc, inter infinita alia, pertinent coöfficientes ex evolutione functionis 
(aa-+bb— 2abcosg)”" in seriem secundum cosinus angulorum %, 2%, 39 etc. 
progredientem orti, de quibus in specie alia occasione fusius agemus. Ad formam 
seriei nostrae autem illi coßfficientes pluribus modis reduci possunt. Scilicet sta- 


tuendo 
(aa+bb— 2abeosy""— 2 —= A+2Ac0sp+ 2 A"cos 2?+2A4"cos3y+ etc. 
habemus primo 
A=a”Fin,n, 1,2) 
A —=na""bFinn-+1,2, = 
A—= Fe, n+2, 3, 2) 
Ar EICH Rp Fln,n+3, 4.22) 


1.2 
etc, 


Sienim aa-—+bb— 2abcosg consideratur tamquam productum ex a—br in 
a—br' (designante r quantitatem cosp—+ sing.y—1), fit Q aequalis producto 


in i+n + eH. börr |, n(n+i1){a+2), Fri ern 


aa 1.25% 3 





in ia Zy er. eT—,terletn, a PR 


aa I. 3. 


Quod productum quum identicum esse debeat cum 
A+Alr Hr) 4 AI Hr) + A" Hr) 


valores supra dati sponte prodeunt. 


Porro habemus secundo 
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A = (aa+bb)" Flin, unt4. 1, Kan) 


A — n(aa+bb)""TabFlin+4,4n-+1,2 „sanbb 


’ (@a+böf) 


= wat dl) "aabbFlin+i,4n+4,3, 


_taabb 
(au +Bp) 


A eier, a+bb)" ab? p Fin+4, 4n-t 2,4 saabb 


ı 
etc. 


qui valores facile deducuntur ex 


aa + bb" = tn Hr) REN 


Tertio fit 


A = (lH, 


A = nah)" abFln-+1,4,3, 72) 


' Garsıy) 


aabb 
"aoript etc. 


a era ab" tgabbFin-+2, #5, FegN) ) 


N TE ns ab’Fin-+3, 3, T, 
etc. 


Denique fit quarto 


A = (a Find. 1, — eh) 


A = na tabFln+1,4,3, — 25) 


ze N br AHgabbFa+2,3,5,— 
A" — rer, ba Fin+3, 47, 


1.2 
etc. 


Valores illi atque hi facile eruuntur ex 


beos gg? —n 
Ya+sr = (1er) 


aabb 


sab 


(ar) 


sab 


@ 3) 


4ab 


3) 


ae + one 








a" — ur)” 
—n! , nn aabb 
1 Tall a re ad Te 








I, + etc. 
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SECTIO PRIMA. 
Relationes inter functiones contiguas. 


ie 

Functionem ipsi Fa, 6, y, ©) contiguam vocamus, quae ex illa oritur, dum 
elementum primum, secundum, vel tertium unitate vel augetur vel diminuitur, 
manentibus tribus reliquis elementis. Functio itaque primaria Fa. 6, y, x) sex 
contiguas suppeditat, inter quarum binas ipsamque primariam aequatio persim- 
plex linearis datur. Has aequationes, numero quindeeim, hie in conspectum 
producimus, brevitatis gratia elementum quartum quod semper subintelligitur = r 
omittentes, functionemque primariam simpliciter per F' denotantes,. 


1) 0=(r— 2a—(d—a)e)F+ali—e) Fa+H1,8,y)—(y—ajFlia—1,0,y) 
2] 0=i6—a)F-+aFla-+1,6,y)—BFla5-+1,y) 
B) 0=(y—a—6)F+ali—r) Fea-+t1,d,y)—(y—b)Fla,85—1,y) 
M 0=yla-(y—d)a)F—ayli—a)Fa+1.8,7)+{Y—aly—6) Fa, 6,y-+1) 
5) 0=(y—a—1)F+aFla+1,6,1)—(y—1)Fla.6,y—1) 
6) 0 =y—a—HF—(—a)Fla—1,5,yJ)+5lt—a)Fla6--1,y) 
1 0 =B-allt -e) F—(y—a)Fla—1,6,y)+(Y—0)Fla,6—1,y) 
8) 0=yli—a)F—yYFla—1,5,y)+(y—B)eFla,6,y-+1) 
N 0=(a—1—(y—-5—1)2) F+{y—a) Fa—1,8, )—(y—1)(ı—@)Fa,6,y—1) 
110) 0 = (y—26+ 6 — a)a) F+6(1— a) Fi, 641,7) —(Y—8) Fla,6—1.y) 
10 =Y6—Y—)a) F—Eylı—a) Fl, 5+1,7)—(y—a)(Y—5) Fla,6,y-+1) 
12] o=(y—5—1)F+65Fla, 65-41, 1)— (Y—1)Fla,d,y—1) 
1B3]0=yl1—a)F—yFla8—1,yy+(r—o)rF(ad,y+1) 
14) 0 = d—1—ly—a—1)2) F+{y—OFa,6—1,y)—(y—1)(1—2) Fla,6,y—1) 
15) 0 = y(y—1—-2r—a-5—1)) F+Y—-(Y—5)rFlad,y-1) 

— (rt) Fla,5,Y—1) 





8. 
Ecce iam demonstrationem harum formularum. Statuendo 
(a +1)(a+ 2)... +m—ı)b(6+1)..... (+m—2) M 
BE IE WE PERF EN ET RR +m-—ı) Hi 


ß 
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erit co@fficiens potestatis =” 





nF ..... 0. ald-m—1)M 

in Fa6—1,y) . . a{5—1)M 

in Fia-1,ö,y) . . (atmiö+-m—ı1)M 
in Fat, „ ee tmnye 


u 
co@fficiens autem potestatis «”"' in F{a-+1,d,y), seu coäfficiens potestatis =” 
in «F{@a-+1,6,y) 


= m(y+m—ı)M 


Hine statim demanat veritas formularum 5 et 3; permutando « cum 6, oritur 
ex 5 formula 12, atque ex his duabus per eliminationem 2. Perinde per ean- 
dem permutationem ex 3 oritur 6; ex 6 et 12 combinatis oritur 9, hinc per 
permutationem 14, quibus combinatis habetur 7; denique ex 2 et 6 eruitur 1, 
atque hine permüutando 10. Formula 8 simili modo ut supra formulae 5 et 3, 
e consideratione coÖflicientium derivari potest (eodemque modo, si placeret, omnes 
15 formulae erui possent), vel elegantius ex iam notis sequenti modo, Mutando 
in formula 5 elementum a« in @—1, atque y in y-+1, prodit 


0=(y—a+1)Fa—1,5,y-+H1)+fa—1)Fa,6,y-+1)—yFlia—1,6,7y) 
Mutando vero in formula 9 tantummodo y in y-1, fit 
= (a—1—(Y—8)2) Fa, 6, y+1)+(y—a+1)Fa—1,8,y+1)—yll—a)Fla,6,7) 


E subtractione harum formularum statim oritur 8, atque hinc per permu- 
tationem 13. Ex 1 et $ prodit 4, hincque permutando 11. Denique ex 8 et 9 
deducitur 15. 


9. 
Si a —a, 8’—6, y—y, nee non a’—a, 5"—6. y’—y sunt numeri in- 
tegri (positivi seu negativi), a functione F(a,d,y) ad functionem Fa‘, 6‘, Y'). 
et perinde ab hac usque ad functionem Fa”,6”,y") transire licet per seriem si- 
milium functionum, ita ut quaelibet contigua sit antecedenti et consequenti, mu- 
tando scilicet primo elementum unum e.g. « continuo unitate, donec a Fa, 6, y) 
perventum sit ad F(a’,6,y), dein mutando elementum secundum, donec perven- 
17* 
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tum sit ad F(a‘,6',y), denique mutando elementum tertium, donec perventum sit 
ad F(a',6’,y'), et perinde ab hac usque ad F{a”,6”,y"). Quum itaque per art.7 
habeantur aequationes lineares inter functionem primam, secundam atque tertiam, 
et generaliter inter ternas quascungue consequentes huius seriei, facile perspici- 
tur, hinc per eliminationem deduci posse aequationem linearem inter functiones 
F(a,6,y), F(a',6',y'), F{a",6”,y"), ita ut generaliter loquendo e duabus functio- 
nibus, quarum tria elementa prima numeris integris differunt, quamlibet aliam 
functionem eadem proprietate gaudentem derivare liceat, siquidem elementum 
quartum idem maneat. Ceterum hic nobis sufficit, hanc veritatem insignem ge- 
neraliter stabilivisse, neque hie compendiis immoramur, per quae operationes ad 
hunc finem necessariae quam brevissimae reddantur. 


10. 
Propositae sint e. g. functiones 


F{a,6,y), Fa+1,6+-1,y+1), Fa+23,5+2,y-+2) 


inter quas aequationem linearem invenire oporteat. Iungamus ipsas per functio- 
nes contiguas sequenti modo: 


F(, 6,7) = F 
Fea-+i1,d,y)=F 
Fa+1,65-+-1,y)= F" 
Fia+1,65-+1,y-+1) = F” 
Fa+2,5+1,y+1)= F” 
Fia+23,5+23, y+1)=F"” 
Fla+2,65+2,y+2) = F" 
Habemus itaque quinque aequationes lineares (e formulis 6, 13, 5 art. 7): 
ll 0=(y-a—1)F—(y—a—ı1—6) F—bÜ—a)F" 
I. 0=yF—-Yli—a)F'—(y—a—i)eF” 
II. 0=yF'—-(y—a—1)F"— (a-+1)F" 
IV. 0=(y—a—1)F"—(y—a—2—-6)F"— (6-1) (1— a) F"” 
v. 0=Yy+H)Fr—Y-+H)(i-a)P”—(y-a—ı)aF” 


Ex I et II prodit, eliminando F" 


6 
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VL. 0o=yF—-yl—a)F"—-(Y—a—6—1)wF” 
Hinc atque ex III, eliminando F” 
VI o=yF—(—a—1—-dr,F"—(a+1)\{1— x) F” 
Porro ex IV atque V, eliminando F"" 
VoIL 0 = (y+1)F"—(Y+1)F"+(6-+1)2F"” 
Hinc atque ex VII, eliminando F’”", 
IX. 9=yly+H1)F—(y+Hl)(r—la+5-+1)2) P"—(a-+H1)(ö +H1)a(1 a) F"" 


11. 

Si omnes relationes inter ternas funetiones F(a, 6, y}, Aa+k, 6+p, y-+v). 
Fia+X,5+%,y-+Y), inquibus 4, av, X, g,Yvvel=0vel=-ivel=—1, 
exhaurire vellemus, formularum multitudo usque ad 325 ascenderet. Haud in- 
utilis foret talis collectio, saltem simplieiorum ex his formulis: hoc vero loco suf- 
ficiat, paucas tantummodo apposuisse, quas vel ex formulis art,7, vel si magis 
placet, simili modo ut duae priores ex illis in art. 8 erutae sunt, quivis nullo 
negotio sibi demonstrare poterit. 








16] Fla.6.7)— Fla,6,y—1)— — Bat Fla+1,6-+1,y-H1) 
[17] Fla,65-+1,y)— Fla,6,y)= TFla+1,5-41,y7-H1) 

18] Fla+1,6,y7)— (,6,)= #Fla+1,6+1,y+1) 

119] F(a,6-+1, Y-H1)— Fla,ö,y) = Sn, Fa-H1,6+1,7+2) 
120] Fia+1,8,7-41)— F(a,8,7) = SZ Fa-+1,6-+1,7+2) 
21] Fla— 1,6+1,7)— Pla, 6,7) = ==: F(a, 6+1,y-+H1) 
22] Fla+1,6—1,1)— Fla, 8,7) = Ede, + 
[23] Fa—1,6-+1,1)— Fia+1,65—1,y) = ehe Fia-H1,6+1,y-H1) 
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SECTIOSECUNDA. 


Frauctiones contıinuae. 


12. 
Designando 


Fia6+1.y+1,2) 


Fa, 57 z) per Gla, 6, Yı x) 


fit 





Fla-+ı,6, Y+1,z) PR Fb, a+1,7+1,z2) a i 
Mir — Flug) — 06072) 


et proin, dividendo aequationem 19 per Fi,65+1,y-+1,.), 
— 49 .6(5-+1,0,y-H,a) 


1 
I u, Harn) 





sive 

24 Glab,y,x a a 

| \ Y ) 9 „eß+.s.1+12 
tert) 


et quum perinde fiat 
G(65-+H1,a, r+tl®) „_erYtti—e 
rt?) 
etc., resultabit pro  G{a,d,y,x) fractio continua 


zG(a+1,6+1,17+2,z) 








, Fia6+1,y+1,2) __1 
[2] abe) 























1— #2 
1: cz 
. dz 
1 etc, 
ubi 
a — 1-9 y — C+lt+ı-a) 
+ = R+HC+N 
c— erh tı-9 d— 6491 +2—9 
+27) lee) 
e — ?+9t +2-9 ff 29 a 
Grat (Hate) 


etc., cuius lex progressionis obvia est. 
Porro ex aequationibus 17, 18, 21, 22 sequitur 
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[26] Fio6+una) _ - 
| er arme) 











Flatı,6y,2) _ 1 
[27] at SE m mn 
hr 1 FE altı era 
. Fea—1,d+1,1,2) __ 1 
[28] Fahne) — ai: 
r. Fa+1,6—i,yr) __ 1 
(29) Fiaby) — „_ $z2-1)z 


1 


G(6+1,2—1,1y2) 


G{e+1,6—1,7,2} 
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unde, substitutis pro functione @ eius valoribus in fractionibus continuis, totidem 


fractiones continuae novae prodeunt. 


Ceterum sponte patet, fractionem continuam in formula 25 abrumpi, si e 
numeris 4,5, y—a, y— 5 aliquis fuerit integer negativus, alioquin vero in in- 


finitum excurrere. 


13. 


Fractiones continuae in art. praec. erutae maximi sunt momenti, asserique 
potest, vix ullas fractiones continuas secundum legem obviam progredientes ab 
analystis hactenus erutas esse, quae sub nostris tamquam casus speciales non sint 
contentae. Imprimis memorabilis est casus is, ubi in formula 25 statuitur 6 = 0, 


unde Fla,d,y,2)—= 1, adeoque, scribendo y—1i pro y 

















—_ . a(a-+1) “(a +1){a +2) 
[30] FEUHmIT 1 IT tr enr) 
- ie 
_.: _ 
1— — 
dr 
1 1— etc 
ubi 
— ® SEEN Im. 
er m rt +1) 
ie __la+1}y re 2{y+1—e) 
+)(r+2) — ara9t+ 
—erat) 5 alıtı=a) 
ra)tt+e) At otrts 


ete. 
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14. 


Operae pretium erit, quosdam casus speciales huc adscripsisse. 


I art.5 sequitur, statuendoe —=1,65—=1 




















1 
131] 1+W" = —— 
= Hr, 
772, 
7.3 
ET 2) 
3.4 
a Das TE 
ee: 
i+ etc. 
E formulis VI, VII art. 5 sequitur 
t 
[32] gli + =, 
er 
rY 
ee 
14 
+2 — 
i1-+ etc 
f ı+t 28 
(33) 108; = tft 
BaL 
eg, 
5.7 
a” 
a 
1— etc. 


Mutando hic signa — in + prodit fractio continua pro arc. tang t. 
Porro habemus 


134] 














Ex formula 


5 
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a 








135] dm mm 
ein 
nn 
sin #* 
1—— m 
sin 
1— — 
2 une 
1—° - 
3:8 me 
i2 9.11 
1— etc 
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Statuendoe «= 3, y—=$, e formula 30 sponte sequitur fractio continua 
in T’heoria motus corporum coelestium art.90 proposita. Ibidem duae aliae fractio- 
nes continuae prolatae sunt, quarum evolutionem hacce occasione supplere visum 


est. Statuendo 














5.8 
1.9” 
g=1- 1.4 
s 11” 
I: 
u aa 
11.13 
itle —t= — = 0 adeoque 
er Er 
»35Q ss 
2 
u 2% 
er 
Q+ 


quae est formula prior: posterior sequenti modo eruitur. 





erit per formulam 25 
r = @iy.4.+ 8. 


Hinc 


Statuendo 


atque = Ch, —ıh hr 
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RF(4.4.42) = Fiu4.4.2) 
art. rt. )= Fi, —nne) 


sive permutando elementum primum cum secundo 
@aFı.2.t.2)=F—r442) 
Sed per aequationem 21 habemus 
FH — Fit) = —trFinhhe) 


unde ft Q= R—$z, quo valore in formula supra data substituto prodit 


— „Jer®_ 
= R—4}r 


quae est formula posterior. 
Statuendo in formula 30, «= =, “= —ynt, fit pro valore infinite 
magno ipsius y 


36) FR N,y—yRt) = 1—mt+mmtn)tt—m{m+n)(m+2n) + ete. 


— 





14 nt 
im, (m +n)t 
an ante 
I+ (m + an)t 
It Fin etc. 


SECTIO TERTIA. 


De summa seriei nostrue statwendo elementum quartum = 1, ubi simul quasdam aliae functiones 
transscendentes diseutiuntur. 


15. 

Quoties elementa «, 6, y omnia sunt quantitates positivae, omnes coöfli- 
cientes potestatum elementi quarti x positivi evadunt: quoties vero ex illis ele- 
mentis unum alterumve negativum est, saltem inde ab aliqua potestate ©” omnes 
coöfficientes eodem signo affecti erunt, si modo m accipitur maior quam valor ab- 
solutus elementi negativi maximi. Porro hinc sponte patet, seriei summam pro 
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2 = 1 finitam esse non posse, nisi coßfficientes saltem post certum terminum in 
infinitum decrescant, vel, ut secundum morem analystarım loquamur, nisi co&fhi- 
ciens termini 2% sit — 0. ÖOstendemus autem, et quidem, in gratiam eorum, 
qui methodis rigorosis antiquorum geometrarum favent, omni rigore, 

primo, coöfhicientes (siquidem series non abrumpatur), in infinitum crescere, 
quoties fuerit a +5 — y—1 quantitas positiva. 

secundo, coöfficientes versus limitem finitum continuo convergere, quoties 
fuerit a +5 y—1=0. 

tertio, ‚co@fficientes in infinitum decrescere, quoties fuert a@+65—y—1 
quantitas negativa. j 

quarto, summam seriei nostrae pro © = 1, non obstante convergentia in 
casu tertio, infinitam esse, quoties fuerit @-+5— y quantitas positiva vel = 0. 

quinto, summam vero finitam esse, quoties «+5 —y fuerit quantitas ne- 
gativa. 


16. 
Hanc disquisitionem generalius adaptabimus seriei infinitae M, M', M", M"ete. 


23 


; i M ; HägE 
ita formatae, ut quotientes 57. jr. jy77 etc. resp. sint valores fractionis 


e+Al'+ BACH ete, 


Ara Bet + etc. 
po t= m, t—=m+1, t=m-+-2 etc. Brevitatis caussa huius fractionis nu- 
meratorem per P, denominatorem per p denotabimus: praeterea supponemus, 
P,p non esse identicas, sive differentias A—a, B—b, C—c etc. non omnes 
simul evanescere. 

I. Quoties e differentis A—a, B—b, C—c etc. prima quae non evanes- 
eit est positiva, assignari poterit limes aliquis /, quem simulac egressus est valor 
ipsius f, valores funetionum Pet p certo semper evadent positivi, atque P>p. 
Manifestum est, hoc evenire, si pro / aceipiatur radix maxima realis aequatio- 
nis p[P—p) = 0; si vero haec aequatio nullas omnino radices reales habeat, 
proprietatem illam pro omnibus valoribus ipsius ?£ Jocum habere. Quapropter in 


8 M' [2 aM” 5 r Mi 4 
serie 77, Ze: jr, ete. saltem post certum intervallum (si non ab initio) omnes ter- 
ınini erunt positivi atque maiores unitate; quodsi itaque nullus neque = 0 ne- 


que infinite magnus evadit, perspicuum est, 
18* 
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seriem M, M', M", M” etc. si non ab initio tamen post certum intervallum 
omnes suos terminos eodem signo affectos continuoque crescentes habituram esse. 

Eadem ratione, si e differentis A—a, B—b, C—c etc. prima quae non 
evanescit est negativa, series M, M', M", M”etc. si non ab initio tamen post 
certum intervallum omnes suos terminos eodem signo afleetos continuoque de- 
crescentes habebit. 

1I. Si iam coöfficientes A, a sunt inaequales, termini seriei M, M’, M”, M” 
etc, ultra omnes limites sive in infinitum vel crescent vel decrescent, prout diffe- 
rentia A—a est positiva vel negativa: hoc ita demonstramus. Si A—a est 
TIRAIRE, Pens ug BIDREOR integer en ut fiat k(A-a)>1, statua- 
turque — —N, u. —=N, = =N. nr =——. —= N” etc., nec non er Q, 
(+1)p* = g. Tunc patet, T Fi Sr etc. esse valores fractionis 2 ponendo 
t=m t=m+l1, t—=m-+2etce., ipsas Q,g vero esse functiones algebraicas 
formae huius 

Q= PL Hart etc. 
g= PH L(ha+1)t + etc. 


Quare quum per hyp. differentia AA—(kha-+1) sit quantitas positiva, ter- 
mini seriei N, N’, N", N" etc. si non ab initio tamen post certum interval- 
lum continuo crescent (per ı); hinc termini seriei mN, (m-+1)N’, (m+2)N 
(m-+- 3) N” etc. necessario ultra omnes limites crescent, et proin etiam termini 
seriei M, M’, M", M” etc., quippe quorum potestates exponente A illis sunt ae- 
quales. Q.E.P. 

Si A—a est quantitas negativa, accipere oportet integrum A ita, ut 
Ala—A) fiat maior quam 1, unde per ratiocinia similia termini seriei 


mM*, (m+1)M*, (m-+2)M*, (m-++3)M"* etc. 


post certum intervallum continuo decrescent. Quamobrem termini seriei M*, 
M'*, M"* etc. adeoque etiam termini huius M, M’, M", M"” etc. necessario in 
infinitum decrescent. Q. E. S. 

Il. Si vero coöfficientes primi A, «a sunt aequales, termini seriei 
M, M', M", M" etc. versus limitem finitum continuo convergent, quod ita de- 
monstramus. Supponamus primo, terminos seriei post certum intervallum con- 
tinuo crescere, sive e differentis B—b, C—c etc. primam quae non evanescat 
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esse positivam. Sit A integer talis, ut A+5b—B fiat quantitas positiva, sta- 
tuamusque 


MN =N, mitt —n, met) N” et. 





atque t—IP=Q, *p=g, ita ut F 5 etc. sint valores fractionis . 


ponendo !=m, t=m-+-J1 etc. (uum itaque habeatur 
Q— tr AFL(B— Het etc. 
Te 9 U 50 7 u 773 


atque per hyp. B— A—b sit quantitas negativa, termini seriei N, N’, N", N” etc. 
post certum saltem intervallum continuo decrescent, adeoque termini seriei 
M, M', M", M” etc., qui illis resp. semper sunt minores, dum continuo crescunt, 
tantummodo versus limitem finitum convergere possunt. Q. E. P. 

Si termini seriei M, M’, M", M”ete. post certum intervallum continuo 
decrescunt, accipere oportet pro A integrum talem, ut A+B—b sit quantitas 
positiva, evinceturque per ratiocinia prorsus similia, terminos seriei 

n.. 


Mey. MEN, MEER) ete. 


post certum intervallum continuo crescere, unde termini seriei M, M’, M”etc., 
qui illis resp. semper sunt maiores, dum continuo decrescunt, necessario tantum- 
modo versus limitem finitum decrescere possunt. Q, E. 8. 

IV. Denique quod attinet ad summam seriei, cuius termini sunt M, A", 
M". M'"ete., in casu eo, ubi hi in infinitum decrescunt, supponamus primo, A—a 
cadere inter 0 et —1, sive A-+1—a esse vel quantitatem positivam vel — L. 
Sit A integer positivus, arbitrarius in casu eo, ubi A-+1— a est quantitas posi- 
tiva, vel talis qui reddat quantitatem A+m-+A+B—} positivam in casu co 
ubi A-+i—a = 0. Tunc erit 


Plt— (m+h—1)) = Pt HAI m—hA-H(B— Alm +A—1))?" etc. 
plt— (m+A)) = Pr + (a m— ht +(—alm+A))P! etc. 


ubi vel AHt—m—h—(a—m— A) erit quantitas positiva, vel, si haec fit = 0, 

saltem B— Alm +h—1)—(b—a[(m-+4)) positiva erit. Hinc (per ı) pro quan- 

titate ? assignari poterit valor aliquis /, quem simulac transgressa est, valores 
Plt—(m+k-1)) 


fractionis —U-arN semper fient positivi atque unitate maiores. Sit n integer 
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maior quam / simulque maior quam A, sintque termini seriei M, M’, M”, M"ete. 
qui respondent valoribus = m+tn, t=m+n-+i1, t=m-+n-+2 etc., hi 
N, N’, N", N”etc. Erunt itaque 


(n HAN (n+2—A)N” (n+ 3A) N” 


WANN ’ Rrı—hN' Gran etc. 


quantitates positivae unitate maiores, unde 


m {n—Ah}N zun_(an—h)N sun (n—A)N 
if are? N zer N Przst etc. 


adeoque summa seriei N—- N'+- N"-- N"-+ etc. maior summa seriei 
RAN + tmatnnat ee) 


quotcunque termini colligantur. Sed posterior series, crescente terminorum nu- 
mero in infinitum, omnes limites egreditur, quum summa seriei 1+-4+ +44 etc. 
quam infinitam esse constat etiam infinita maneat, si al) initiotermini 1+4+-++ tete. 
+, rescindantur. Quare summa seiei N+N'+-N"+-N"”-+ etc., adeo- 
que etiam summa huius M-+-M'—-M"+-M"”-+ etc., cuius pars est illa, ultra 
omnes limites crescit. 

V. Quoties autem A—a est quantitas negativa absolute maior quam uni- 
tas, summa seriei M+M'+M"+-M"-+ etc. in infinitum continuatae certo 
erit finita. Sit enim A quantitas positiva minor uam a—A—1, demonstrabi- 
turque per ratiocinia similia, assignari posse valorem aliquem ? quantitatis #, 
ultra quem fractio Ft semper adipiscatur valores positivos unitate mino- 
res. Quodsi iam pro n accipitur numerus integer ipsis /, m, A+-1 maior, ter- 
minique seriei M, M’, M”, M”etc., valoribus t=n, t=n-+1, t=n-+2ete. 
. respondentes, designantur per N, N’, N”etc., erit 


N<'Z sZı.W Ne he N. N’ etc. 














adeoque summa seriei N--N’+- N” etc., quotcunque termini colligantur, mi- 
nor producto ex N in summam totidem terminorum seriei 
n—h—i (n—h—ı){n—h) (n—h—ı){n —Alin—h+1) 
de Blue Tasse BRle * 7) uni deamee 1 -7 7,7 >77 u 
Huius vero summa pro quolibet terminorum numero facile assignari potest; est 
scilioet 





terminus prımus = En Au er Tas 
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summa duorum terminorum — == e-izleZN 
n . > -k-1\{n—AMln—äi 
summa trium terminorum = rn Be en etc. 


et quum pars altera (per II) formet seriem ultra omnes limites decrescentem, 
summa illa in infinitum continuata statui debet — —, Hince N-+-N'+- N" etc. 
in infinitum continuata semper manebit minor quam 2, etproin M+M'+M" 
etc. certo ad summam finitam converget. Q. E.D. 

VI Utea, quae generaliter de serie M, M’, M"etc. demonstravimus, ad 
coöfficientes potestatum =”, a”+!, "+? etc. in serie F{a,6,y,2), applicentur, 
statuere oportebit A = 2, A=a+b, B=ab, a=y-H, b=y, unde quin- 
que assertiones in art. praec. propositae sponte demanant. 


17. 

Disquisitio itaque de indole summae seriei F{a,5,y,1) natura sua restrin- 
gitur ad casum, quo y—a—b est quantitas positiva, ubi illa summa semper 
exhibet quantitatem finitam. Praemittimus autem observationem sequentem. Si 
coöfficientes serii 1+ar+brr+ca’+ etc. = $ inde a certo termino ultra 
omnes limites decrescunt, productum 


1—2)8S = 1+{a—1)e + lb —a)rc+(c—b)e’+ etc. 


pro 2 = 1 statuere oportet —= 0, etiamsi summa ipsius seriei $ infinite magna 
evadat. Quoniam enim collectis duobus terminis summa ft =a, collectis tri- 
bus =b, collectis quatuor —cetc., limes summae in infinitum continuatae 
est — 0. Quoties itaque y—a—D est quantitas positiva, statuere oportet 
(1— x) F(a,6,y—i1,2)=0 pro z#= 1, unde per aequationem 15 art.7 habebimus 


0 = yla+5—Y)Fla,6,y,1)+{y—a)(r—5)Fla,d,y-+1.1), sive 


[37] Fa,ö,y,1) = IS Fa, 8,y+1,1) 


Quare quum perinde fiat 


_a fi 
Fla,6,y1. 1) = HH Fa, 6,742, 1) 


F(a,d,y+2,1) = U LED Fla, 8.y+3,1) 


et sie porro, erit generaliter, & denotante integrum positivum quemcunque 
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F(a.6,y,1) aequalis producto ex F{a,6,y-+-%, 1) 
in Y-ay+ti—ally+?—a)....(Y+k—1-—a) 
un -9y+i— n+20....y+k-1-8) 
diviso per productum 
ex Yr+Yr+2....(Y+k-1) 
in (r—a—dö)y+H—a—ö)(y+2—a—56)...(y+k—1—a—6) 





18. 
Introducamus abhine nr notationem : 
2 LETTErT k 
[39] 1k,2) = aenerer ern 


ubi A natura sua subintelligitur designare integrum positivum, qua restrictione 
Il(A,z) exhibet functionem duarum quantitatum X, prorsus determinatam. Hoc 
modo facile intelligetur, theorema in fine art. praec. propositum ita exhiberi posse 





R ı __ A,y- 1). Ta, y—a—6- 1) 
1391 Fla,6, Y. 1) = N 1 —a-ı).Ik,r—6-1)' .Fia, d,y+A, 1) 


19. 

Operae pretium erit, indolem functionis II(A,z) accuratius perpendere. 
Quoties z est integer negativus, functio manifesto valorem infinite magnum ob- 
tinet, simulac ipsi % tribuitur valor satis magnus. Pro valoribus integris 
ipsius x non negativis autem habemus 








Il{k,0) — 1 
Ik, 1) == - 
ı+z 
Ik, 2) = —— —,- 
ern 2} 
Il(k, 3) = rt 


rt 2142) 
etc. sive generaliter 


40] Ik) — ee nd, 
rt MlEe it) 
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Generaliter autem pro quoris valore ipsius z habemus 





41) Ik, 2+1) = II{A,2) re 
14 
1 ,9+ 
(+-) 
[42] Ik-+1,2) = Il(k, 2): | 
ee © \ 
adeoque, quum Il{1,2) = m: 
gan gar gar kat 


[43] II(k,2) = FEN "late Pot) FH SRH 


20. 
Imprimis vero attentione dignus est limes, ad quem pro valore dato ipsius 
z functio Il{A,z) continuo converget, dum A in infinitum crescit. Sit primo A 
valor finitus ipsius X maior quam z, patetque, si 4 transire supponatur ex A in 
h-+-1, logarithmum ipsius Il(A,z) accipere incrementum, quod per seriem con- 
vergentem sequentem exprimatur 


z[1-+:= z{1—22) , z(ı +=*) 2{1—:*) 

ar Prager rt amt asp tr ete., 
Si itaque k e valore A transitin A+n, logarithmus ipsius II{A,z) accipiet in- 
crementüm 





zit tan tagt ee +asm) 
+rzli-a2) (pt t at te ta) 
f Pe L ı 1 1 
+14 (ap tar tat etc. arm) 
+ etc. 


quod semper finitum manere, etiamsi » im infinitum crescat, facile demonstrari 
potest. Quare nisi iam in Il{A,z) factor infinitus affuerit, i. e nisi z sit nume- 
rus integer negativus, limes ipsius Il{A,z) pro kA = oo certo erit quantitas fi- 
nita. - Manifesto itaque I1(oo,z) tantummodo a z pendet, sive functionem ipsius 
z ex asse determinatam exhibet, quae abhine simpliciter per Ilz denotabitur. 
Definimus itaque functionem Ilz per valorem producti 





CHEF IEHN.. .(z+X) 
19 
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pro k == 00, aut si mavis per limitem producti infiniti 
1 yarı ya+t gut 


z+1 j 12 +:) 2 2/3435) " "4 +2) etc. 


21. 
Ex aequatione 41 statim sequitur aequatio fundamentalis 


144] Nz-+1) = (z+1)Ilz 
unde generaliter, designante » integrum positivum quemceunque 
45] In) = (+1) +2){+3)..... @+n)ll: 


Pro valore integro negativo ipsius = erit valor functionis Ilz infinite magnus; pro 
valoribus integris non negativis habemus 


lo= 1 

llı =1 

ıl2 = 2 

13 — 6 

Il4 — 24 etc. 
atque generaliter . 
146] 2=1.2.3....z 


Sed male haec proprietas functionis nostrae tamquam ipsius definitio venditaretur, 
quippe quae natura sua ad valores integros restringitur, et praeter functionem 
nostram infinitis als (e. g. cos2rz.llz, cosrz""Ilz ete., denotante r semiperi- 
pheriam circuli, cuius radius = 1) communis est. 


22. 

Funetio Il{k,z), etiamsi generalior videatur quam llz, tamen abhine no- 
bis superflua erit, quum facile ad posteriorem reducatur. Colligitur enim e com- 
binatione aequationum 35, 45, 46 
i4- u k#llk, flz 
47) y (k,z) = ME+ES 


Ceterum nexus harum functionum cum iis, quas clar. Kraur facultates nu- 
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mericas nominavit, per se obvius est. Scilicet facultas numerica, quam hie auctor 
per a?!“ designat, in signis nostris est 
el +51) 

c 


a, 
u De 
na, %—1) 1. —ı) 
e e 


Sed consultius videtur, functionem unius variabilis in analysin introducere, quam 
functionem trium variabilium, praesertim quum hanc ad illam reducere liceat. 


23. 

Continuitas functionis Ilz interrumpitur, quoties ipsius valor fit infinite 
magnus, i. e, pro valoribus integris negativis ipsius z. Erit itaque illa positiva 
az=—1 usquead z=%, et quum pro utroque limite Ilz obtineat valorem 
infinite magnum, inter ipsos dabitur valor minimus, quem esse — 0,8856024 
atque respondere valori z = 0,4616321 invenimus. Inter limites z— —1 et 
z—= — 2, valor functionis Ilz fit negativus, inter z= —2 atque = —3 
iterum positivus et sic porro, uti ex aequ. 44 sponte sequitur. Porro patet, si 
omnes valores functionis Ilz inter limites arbitrarios unitate differentes e. g. a 
z—= 0 usquead = 1 pro notis habere liceat, valorem functionis pro quovis 
alio valore reali ipsius = adiumento aequationis 45 facile inde deduei posse. Ad 
hunc finem construximus tabulam, ad calcem huius sectionis annexam, quae ad 
figuras viginti exhibet logarithmos briggicos functionis Ilz, pro z—= 0 usque ad 
z = I per singulas partes centesimas summa cura computatos, ubi tamen mo- 
nendum, figuram ultimam vigesimam interdum una duabusve unitatibus erro- 
neam esse posse., 


24. 
Quum limes functionis Fia,6,y—+&,1), cerescente & in infinitum, mani- 
festo sit unitas, aequatio 39 transit in hane 


PPr ‚ _. Ne —1.Ng—s—6-1) 
a8) Fad,y1)= m-a-n.g-t=n 





quae formula exhibet solutionem completam quaestionis, quae obiectum huius 


sectionis constituit. Sponte hinc sequuntur acquationes elegantes: 
ı9 * 
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[49] Fila,d,y1)= Fi-a, —d, y—a—6, |) 
[50) Fla,d,y,1).F(—a,d,y—a,1)=1 
[51] Fia,d,y,1).Fli,—6,y—6,1)=1 


in quarum prima y, in secunda y—®, in tertia y—ıa debet esse quantitas po- 
sitiva. 


25. 
Applicemus formulam 48 ad quasdam ex aequationibus art. 5. Formula X11l, 
statuende = MW’ = +r, ft +r=F(}, 43,1), sive aequivalet aequationi 
notae 





In— pt et SE 


2.4.5 | 3.4.8.7 


Quare quum per formulam 48 habeatur Fi, 4,4, 1)= eh, atque sit 
No ='1, Iy = 4Il(—), fit r = (Il{— 4)” sive 

[52] I) = vr 

[53] ll = 4yYr 


Formula XV1 art.5, quae aequivalet aequationi notae 
. _ . n(nn—1) _.: n{nn—i){un— 8)» 
sinn? = nsint— sin’ +” Fr wer sin® — etc. 


atque generaliter pro quovis valore ipsius n locum habet, si modo t limites 
— 90° et 490° non transgrediatur, dat pro = }r 


unde dedueitur formula elegans 








My4n.I(— 4n) = FErrrt sive statuendo n = 2z 
[54] I(—2).11(+2) = ;- 
[55] I(— 2).11@—1) = I 
nec non scribendo <-+4 pro z 
156) + 


6 
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E combinatione formulae 54 cum definitione functionis Il sequitur, er 
esse limitem producti infiniti 


Br PER 14 
(1=22)(4—22)(9 —z2).... (kk— zz) 





crescente & in infinitum, adeoque 
sinze = zr(1—22){1—)(1—#) etc. in inf. 
similique modo ex 56 dedueitur 
coszr = (1—4z2)(1— (1) etc. in inf. 
formulae notissimae, quae ab analystis per methodos prorsus diversas erui solent. 


26. 
Designante n numerum integrum, valor expressionis 





nr Il(k, 2). TI(k, 2 —).TIk, 2) er 12-7) 
(nk, nz) 





rite collectus invenitur 


(1.2.3.... kn 
1.2. Iuc su nk. kt) 


adeoque a z est independens, sive idem manebit, quicunque valor ipsi = tribua- 
tur. Exhiberi poterit itaque, quoniam I1/A, 0) = Il{nk, 0) — 1, per productum 
, 1 a 3 n—1 
1%,— 2). 1a — 2) 1 —2)....1&—-) 


Crescente igitur % in infinitum, nanciscimur 


nl. 0.11) BE ee. 


m — 


2 4 ni 
).T— ).11—Z). 1 =) 
Productum ad dextram, in se ipsum ordine factorum inverso multiplicatum, pro- 
dueit, per form. 55, 


JERRRABER:.EFERNARER. ie 





Ed 4 it . 
an—rT sn? sun —r7 sın 
n n n 


Unde habemus theorema elegans 
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"Tee ).M@— 2)... Me) (am)k») 
[57] In: er = vn. 





27. 
Integrale f (1 —ar’de, ita acceptum, ut evanescat pro 2 —= 0, ex- 

primitur per seriem sequentem, siquidem A, p sunt quantitates positivae: 

zZ var+l won EN 2 a 4 PRrT 

ra ae =rFvn a 
Hine ipsius valor pro 2 —=1 erit 

nt .ns 
K 


u amt +v) 
pi 





Ex hoc theoremate omnes relationes, quas ill. EvLer olim multo labore evolvit, 
sponte demanant. Ita e. g. statuendo 


; ER I (= B 


vi-z‘) vü—z*) 





1-9 34 ıllz 


mul hinc sequitur, quoniam I1l4.11(—}) = ae = 


et A- MI» g_ Mich _ Neal adeoque AB = +}r. Si- 


[ a n® “ n® [var 
= VvurA) = Vin 14) = Va = Vi2rBB) 
Valor numericusipsius A, computante Stiausa, habetur — 1,3110237771 4605987, 
valor ipsius B, secundum eundem auctorem, = 0,5990701173 6779611, ex 
nostro calculo, artificio peculiari innixo, — 0,5990701173 6779610372. 
Generaliter facile ostendi potest, valorem functionis Ilz, si z sit quanti- 


tas rationalis — < denotantibus m, p integros, ex a—1 valoribus determi- 


natis talium integralium pro «= 1 deduci posse, et quidem permultis modis 
diversis. Accipiendo enim pro X numerum integrum atque pro v fractionem, cu- 
ius denominator — p, valor illius integralis semper redueitur ad tres Ilz, ubi z 
est fractio cum denominatore = p; quodvis vero huiusmodi Ilz vel ad Ni—-). 
vel ad I(— 2) velad II{— 2) etc. vel ad N) reduei potest per for- 


mulam 45, siquidem x revera est fractio; si enim = estinteger, Ilz per se con- 
stat. Ex illis vero integralium valoribus, generaliter loquendo, quodvis I(—7 % 


z 
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si m<[p, per eliminationem erui potest*). Quin adeo semissis talium integra- 
lium sufficiet, si formulam 54 simul in auxilium vocamus. Ita e. g. statuendo 
dr dr dr dr 
———C, — —D, —— —E, r —=F, j 
Yüu-») ee rer zer a 
Zu En — M.nH —_ Er. — 4.19 
e=-Mh.lg, Dein: en: Fin 
Hinc propter I14 = 41l{—4), habemus 
„,5C* / D® P 
M-yeygr MH ev MN ver, 
II(— +) = v(625CDEF) 


Formulae 54, 55 adhuc suppeditant 











rn D sink® 


— ang Fra 
ita ut duo integralia D, E, vel E et F sufficiant, ad omnes valores Il{—}), 
I1(— $) ete. computandos. 


283. 
Bl: ’ rk 
Statuendo y=»vr, atque p —1, may erit valor integralis oo 
ab y=0 ... ad y=», sive valor integralis f\ yu—d) dy inter eosdem 
Pe 1A.TIv Miw, ERBEN. P 
limites — MN — In ) (form. 47), siquidem v denotet integrum. Iam eres- 
cente v in infinitum, limes ipsius I1{v,%) erit —=IIA, limes ipsius (1—#) 
autem e”*, denotante e basin logarithmorum hyperbolicorum. Quamobrem si 
A est positiva, 2 sive [IA—1) exprimet integrale f} YVre’dyab y—=0 u- 
que ad y—= ©, sive scribendo X pro X—1, IIA est valor integralis if verdy 
aby=0 usquead y—=@, siÄA+-1 est quantitas positiva. 
Generalius statuendo y=*, aAta—1=5, transit fi y'e’dy in 

f az°e”dz, quod itaque inter limites z—= 0 atque z— 00 sumtum exprime- 
tur per ncH —1) 
sive , 
z nt, na 
Valor integralis ie“ dz, az==0 usque ad z= m fit = en = 11T 
simodo « atque 65-1 sunt quantitates positivae (si utraque est negativa, in- 

*) Haec eliminatio, si pro quantitetibus ipsis logarithmos introducimus, aequationibus tantummodo li- 
nearibus applicanda erit. 
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tegrale per 73 exprimetur). Itae.g.po 5—=0, a=2, ‚ valor integra- 
lis fe”*dz invenitur = 114 = 4Yr. 


29. 
Dl. Eurer pro summa logarithmorum log 1 Ee 2 + log3-+ete. + logz 
eruit seriem (z+Hloegz— 2 —++log2r+ — _— z 2. + - — etc. 

ubi = 4, B =, CE = „ir ete. sunt numeri Berxovruianı. Per hanc itaque 
seriem exprimitur logllz; etiamsi enim primo aspectu haec conclusio ad valores 
integros restricta videatur, tamen rem propius contemplando invenietur, evolu- 
tionem ab EuLero adhibitam (Instit. Cale. Diff. Cap. vı. 159) saltem ad valores posi- 
tivos fractos eodem iure applicari posse, quo ad integros: supponit enim tantum- 
modo, functionem ipsius z, in seriem evolvendam, esse talem, ut ipsius dimi- 
nutio, si z transeat in z—1, exhiberi possit per theorema Tarrorı, simulque ut 
eadem diminutio sit — logz. Conditio prior innititur continuitati funetionis, ad- 
eoque locum non habet pro valoribus negativis ipsius x, ad quos proin seriem il- 
lam extendere non licet: conditio posterior autem functioni logllz generaliter 
competit sine restrictione ad valores integros ipsius z. Statuemus itaque 


(58) logllz = (+ Hloge—z+4log2r+ _ En = . — in + ete. 





(uum hinc quoque habeatur 


“ E:) € D 
log 1122 = (22+4)log22— 22+4log2r+ a ee Tre "rer ee 


atque per formulam 57, statuendo n = 2, 





loglliz— 3) = logll2z—logllz—(22+4)log2-+4log2r, fit 
[59] logIl(z— 4) = zloge— + +log 2r — et Ba a + — etc. 


Hae duae series pro valoribus magnis ipsius z ab initio satis promte con- 





vergunt, ita ut summam approximatam commode satisque exacte colligere liceat: 
attamen probe notandum est, pro quovis valore dato ipsius z, quantumvis magno, 
praecisionem limitatam tantummodo obtineri posse, quum numeri BERNOULLIANI 
seriem hypergeometricam constituant, adeoque series illae, si modo satis longe 
extendantur, certo e convergentibus divergentes evadant. Ceterum negari nequit, 
theoriam talium serierum divergentium adhuc quibusdam difhicultatibus premi, de 
quibus forsan alia occasione pluribus commentabimur. 
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30, 
E formula 38 sequitur 
Nk,z+0) _ _2+1 ,_2+3_| +3 s+k .g® 
TR) — :S+i+0 s+2+0 z+3+0"" 'stkto 


unde sumtis logarithmis, in series infinitas evolutis, prodit 

160) logll{k,2-+w) = loglI(k, z) 
Flag a 
+Hoolayteagt angst te + cp) 
(te tt ee +) 
—+- ete. in inf. 


Series, hie in  multiplicata, quae, si magis placet, ita etiam exhiberi potest, 


ı 


k 
m t+tlog2— .; +logt— + log t— 4; + legt — etc. FRE: 





e terminorum multitudine finita constat, crescente autem X in infinitum, ad li- 
mitem certum converget, qui novam functionum transscendentium speciem nobis 
sistit, in posterum per Wz denotandam. 

Designando porro summas serierum sequentium, in infinitum extensarum, 


1 1 i 
Br teen ter rel 
1 1 1 
tete rt ee 
I} 1 1 
Fetten 
etc. 


resp, per P, Q, Retc. (pro quibus signa functionalia introducere minus neces- 
sarium videtur), habebimus 


‚si! log I(@+w) = logllz-+wVz-+ 40» P—4w’Q+4w! R— etc. 


Manifesto functio Yz erit functio derivata prima functionis logllz, adeoque 


62] nn — I[lz.Yz 
. a __ dYV: > ddYz u dY; 
Perinde ert P= —.: 0= - Tr R= +,77533 e%. 


20 
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31. 
Functio Yz aeque fere memorabilis est atque functio Ilz, quapropter in- 
signiores relationes ad illam spectantes hie colligemus. E differentiatione aequa- 
tionis 44 fit 





[63] | Ye+)=Vtn 
unde 
164] Yetn=V:+ + = +5 + etc. + cz 


Huius adiumento a valoribus minoribus ipsius z ad maiores progredi, vel a ma- 
ioribus ad minores regredi licet: pro valoribus maioribus positivis ipsius x functio- 
nis valores numerici satis commode per formulas sequentes e differentiatione ae- 
quationum 58, 59 oriundas computantur, de quibus tamen eadem sunt tenenda, 
quae in art. 29 circa formulas 58 et 59 monuimus: 


® 1 a ® € 
165) legt: tinint ee 


Veit... ati m 


Ita pro z = 10 computavimus 





4 


66) 


Vz — 2,3517525890 6672110764 743 
unde regredimur ad 
Yo = —0,5772156649 0153286060 653 *) 
Pro valore integro positivo ipsius = fit generaliter 
167] Yz=Wo+1-+4++4+ ete. +7 


Pro valore integro negativo autem manifesto Fr fit quantitas infinite magna. 


*), Quum hic valor inde a figura vigesima discrepet ab eo quem computavit clar. Mascıuerosı in Adno- 
tat. ad Eunsmı Caleulum Integr., adhortatus sum Furmenctu Bensuannum Gornornenum NicuLar, iuvenem 
in ealeulo indefessum, ut computam illum repeteret ulteriusque extenderet. Invenit itaque per caleulum du- 
plicem, scilicet descendens tum 3 2 = 50 tuma z= I00, 

Yo = — 0,5772156649 0153256060 6512090082 4024310421 
Eidem caleulatori exercitatissimo etiam debetur tabulae ad finem huius Sectionis annexae pars altera, exhibens 
valores functionis Vz ad 1% figuras (quarum ultima haud certa), pro omnibus valoribus ipsius = a 0 usque ad 
ı per singulas partes centesimas, Ceterum methodi, per quas utraque tabula construeta est, innituntur par- 
tim theorematibus quae hie traduntur, partim ealeuli artifieiis singularibus, quae alia oocasione proferemus. 
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32. 
Formula 55 nobis suppeditat log Il{— z) +log Il (z—1) =logr — logsinzr, 
unde fit per differentiationem 


(68) V—2)—Wiz—1) = meotangzr 

Et quum e definitione functionis W generaliter habeatur 
Pa a EN FE SE Fe He Me 
169] Ye-\Yy= + I yHı ntzr FE FR 


oritur series nota 
= 4 1 ' ' ı 1 
m cotanger = — — Free + arar nm or etc. 


Simili modo e differentiatione formulae 57 prodit 
70 Wet Ve—)+Ve—+ etc. + Ye") = nWYnz—nlogn 
adeoque statuendo z = 0 
71) K-HJ+ FM) + Fl) + ete. +7") = (n—1)Wo—nlogn 


Ita e. g. habetur 


Y(—4) = Wo — 2log2 = —1,9635100260 2142347944 099, unde porro 
Y4 = +0,0364899739 7857652055 901. 


33. 

Sieuti in art. praec. W(— +) ad Wo et logarithmum reduximus, ita gene- 
raliter v7), designantibus m, n integros, quorum minor m, ad Wo et loga- 
rithmos reducemus. Statuamus "= w, sitque 9 alicui angulorum w, 2w, 
38.... (a—1)w aequalis; unde 1 =cosny = cos2ng = cos I3np ete., 
cosp — cos(a+1)p = cos/n+2)% ete., c0s27 — cos(n-—+-2)p etc., nec non 
00894 00829-008539 ete. +cos(n—1)p+1=0. Habemus itaque 


cos. v— = — 0089-4 c0sp.log2 — Fe cos(n +1)p-+cosp.log$t— etc. 





‚ 029. VI? — — cos 27 + 008 24.1og2— „u, cos(n+2)g+c0827.log} — etc. 
0834. VI — — 700839 +c0s37.log 2 — „cos (n+-3)g+cos 37.log} — etc. 
etc. usque ad . 


20 * 
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eos(n —1)9.V(—-) = — ‚eos —1)p+cos(n —1)P.10g2 — — cos(2n — 1) 
+ cos(n—1)g.log} — etc. 
Yo — —cosnp+log2 — cos 2np-+Hlog} — etc. 


atque per summationem 





cosp.VIZ"+ cos29. 7’ —"+ 0034.14 etc. + cos(n—1)9.W(—-)+ Wo 


= — n[c08P +4c0827—+4c08s39-+4cosip—- etc. in infin.) 
Sed habetur generaliter, pro valore ipsius x unitate non maiori, 
log 1— 2r0c0osp + ra) = — 2 [rcosp + 4arcos 274 4x"cos3y-+- etc.) 


quae quidem series facile sequitur ex evolutione log(1—rz)+log (1— =), deno- 
tante r quantitatem cospg-+-y—1.sing. Hine fit aequatio praecedens 


[72} cosp.V —"+-c08 2%. y’—+c039.V’ + etc. + c0s(a—1)9.V(— 2) 
= — Wo+4nlog (2 — 2c0sg) 


Statuatur in hac aequatione deincep = w, 9 = 2w, $ — 3w etc. usque ad 
+ = (a—1)w, multiplicentur singulae hae aequationes ordine suo per cosmw, 
cos2mw, cos3mw ete. usque ad cos (n—1\mw, productorumque aggregato adii- 
ciatur aequatio 71 


Y +44 etc. +V(—) = (n—1)Vo—nlogn 
Quodsi iam perpenditur, esse 


1 + cosmw.coskw-- cos 2mw.cos 2kw—+ cos 3mw.cos3kw 
+ ete. +cos(a—1)mw.cos(n —1)jko — 0 


denotante & aliquem numerorum 1, 2,3....(n—1) exceptis his duobus m at- 
que a— m, pro quibus summa illa fit — #n, patebit, ex summatione illarum 


* « PR n 
aequationum prodire, post divisionem per 7, 


173) Y-D+Y) = 


2/0 — 2logn +cosmw .log (2 — 2 cos w)+ cos 2mw.log [2 — 2 cos 2w) 
-+ cos 3mw.log (2 — 2 cos 3w)—+ etc. + cos(n —1)mw.log(2— 2 cos (n—1)w) 





Manifesto terminus ultimus huius aequationis fit — cosmw.log(2— 2c0s w), pen- 


ß 
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ultimus = cos2mw.log(2 — 2cos 2w)ete., ita ut bini termini semper sint ae- 
quales, excepto, si n est par, termino singulari cos .mwlog (2— 20050), 
quifit = + 2log?2 pro m pari, vel — —2log2 pro m impari. Combinando 


iam cum aequatione 73 hane 


v(—2)— (7) = rootang” r 





habemus, pro valore impari ipsius n, siquidem m est integer positivus minor 
quam n 


mn 


74) #2) = Wo-+4rootang”" — logn+cos?"?.1og(2— 2cos **) 
imn 


+ 0087 log (2 — 2c0s“")-+ cos" .log(2— 2cos“”)+ etc. 
+ eos PM? jog(2 — 208 ar, 
Pro valore pari ipsius » autem 
(75] vi) = Wo} reotang”" — logn-+cos?"" log(2— 2cos— an 
+ cos"? ]og(2— 2 008°” )-+ etc. + 00 EZ" 
+ log 2 


log (2— 20 *=F) 


ubi signum superius valet pro m pari, inferius pro impari. Ita e. g. invenitur 


Yi—4) = Vo+4r— 3log2, v(— 2 = Wo—4r—3log2 
vn) = Vo+4ryr—rlogs, Wi) = Vo—4ry4—Hlog3 


Ceterum combinatis his aequationibus cum aequatione 64 sponte patet, W: 
generaliter pro quovis valore rationali ipsius z, positivo seu negativo per W0 at- 
que logarithmos determinari posse, quod theorema sane maxime est memorabile. 


34. 
Quum, per art. 2$, IIA sit valor integralis Sr eay, ab y—= 0 usque 
ad y=- oo, siquidem A--1 est quantitas positiva, fit differentiando secundum A 


dllı d etd en 
En Urt — SP eVlogydy 





sive 


[76] MA.Yı — [yo *logy.dy, ab y== 0 usquead y— x 
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Generalius statuendo y=z*, aa--a—1= 6, valor integralis [2° e” log zdz, 
a z=0 usquead <=, fit 


+1 6+1 we +1 r 6-+1 
-— li Pi -1),. 1 —— )= am! a ‚V- -mmlZ 








siquidem simul 5-+1 atque a sunt quantitates positivae, vel aequalis eidem 
quantitati cum signo opposito, si utraque 5-1, «a est negativa. 


35. 
At non solum productum IIA.W%, verum etiam ipsa functio WA per in- 
tegrale determinatum exhiberi potest. Designante A integrum positivum, patet 
+ 
valorem integralis f en, dz, ab 2=0 usquead 2 —1 esse 


Shtmtmte tr 
Porro quum valor integralis [(— — nn —.)dx generaliter sit = Const. +log — 


1—r 1—L ’ 
idem inter limites x —= 0 atque Pe =! erit = logk, unde patet, valorem in- 


tegralis 8 — [( isaaer )dw inter eosdem limites esse 








Ir 


1 t 1 
= lg ee; 


quam expressionem denotabimus per ©. Discerpamus integrale $ in duas partes 
ea 
SEE at ade 
Pars prima f = .dz, statuendo « = y* mutatur in 
Kyk-t — zylirk-ı 
Per A 
unde sponte patet, illius valorem ab ze = 0 usquead 2 = I, aequalem esse 
valori integralis 
kak! — kritik pP 
= - 
inter eosdem limites, quum manifesto literam y sub hac restrietione in z mu- 
tare liceat. Hinc fit integrale $, inter eosdem limites 
at ERR.! zurne 
Sen ter ir )de 


Hoc vero integrale, statuendo * = z, transit in 
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et 





z k = 
ft u ———)ds 
kli—:)* 
quod itaque inter limites 2=0 atque == 1 sumtum aequale est ipsi 2. Sed 
erescente & in infinitum, limes ipsius Q est WA, limes ipsius nn est 0, limes 


ipsius k(1—z)* vero est log- sive —logz. Quare habemus 


ee N ’ Pi 
17, N/mm 





az=0 usquead = 


36. 

Integralia determinata, per quae supra expressae sunt functiones IA, IIA.WA, 
restringere oportuit ad valores ipsius A tales, ut A+-1 evadat quantitas positiva: 
haec restrictio ex ipsa deductione demanavit, reveraque facile perspicitur, pro 
aliis valoribus ipsius X illa integralia semper fieri infinita, etiamsi functiones 
I, TIA.Nd finitae manere possint. Veritati formula 77 certo eadem conditio 
subesse debet, ut A-+1 sit quantitas positiva (alioquin enim integrale certo in- 
finitum evadit, etiamsi functio WA maneat finita): sed deductio formulae primo 
aspectu generalis nullique restrietioni obnoxia esse videtur. Sed propius atten- 
denti facile patebit, ipsi analysi, per quam formula eruta est, hanc restrictio- 


nem iam inesse. Scilicet tacite supposuimus, integrale S me dx cui aequale 


' f ee ruf P substituimus, habere valorem finitum, quas conditio requirit, 
ut A-+1 sit quantitas positiva. Ex analysi nostra quidem sequitur, haec duo 
integralia semper esse aequalia, si hoc extendaturab 2 = 0 usque ad 2e—=1—uw, 
illud ab’ 2 — 0 usque ad z—=(1—vj*, quantumvis parva sit quantitas w, modo 
non sit — 0: sed hoc non obstante in casu eo, ubi A+1 non est quantitas posi- 
tiva, duo integralia ab #— 0 usque ad eundem terminum z—= 1—w extensa 
neutiquam ad aequalitatem convergunt, sed potius tunc ipsorum differentia, de- 
erescente w in infinitum, in infinitum crescet. Hocce exemplum monstrat, quanta 
eircumspicientia opus sit in tractandis quantitatibus infinitis, quae in ratiociniis 
analyticis nostro iudicio eatenus tantum sunt admittendae, quatenus ad theoriam 
limitum reduci possunt. 





160 DISQUISITIONES GENERALES 


37. 
Statuendo in formula 77, z= e”*, patet, illam etiam ita exhiberi posse 


N=—fe— Tyan, ab u—= oo usque ad u=0, i.e 


1i—e 
u 


178] N=fll—; —)du, ab u— 0 usque ad u — ©, 


(Perinde valor ipsius IIA in art.28 allatus, mutatur statuendo e”’=v, in se- 
quentem 


A 
IA = f(log-) du, auv—=0 wqeadu—1) 
Porro patet e formula 77, esse 
[79 N-Y=f “fd, az—=0 usquead:—= 


ubi praeter A-H1 etiam p—+1 debet esse quantitas positiva. 
Statuendo in eadem formula 77, z=u*, designante « quantitatem positi- 
vam, fit 


yYı =, au, ab v—0 usque ad v1 


er quum perinde statui possit, pro valore positivo ipsius 6, 








Bi Gud3+ö- 
21 Bin. de 
patet, fieri 
v wen — ud- Tun Gufi+d- d 
= log rT ef - 
sive 


14 6ufi+d-i autlte-ı 
Sau = ft zu Ta )du 


integralibus semper ab «= 0 usque ad u—1 extensis. Sed ponendo A=0, 
* * * ” “ “ .4. ur @ . 
integrale posterius indefinite assignari potest; est scilicet = log —p. sl eva- 


nescere debet pro u= 0; er quum pro u — 1 statuere oporteat =. =; 
a- - 
erit integrale log 4 — [ —— Igu du, ab u 0 usque ad w— 1, quod theorema 


olim ab ill. Eurrr per alias methodos erutum est. 
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log llz 


ORION) OKI 
9.9975287306 5869172624 
99951278719 BETI034144 
9.9927 gG4208 BEE45 84748 
9.9905334004 0842900595 
99883378587 gorzoyb2ı6 
9.9862088685 5581945437 
9.9B41455256 3523567773 
99821469485 3403172902 
9.gBoar22775 3951136603 
9.9783406739 618or54713 
9.97653131794 cAbbz5od2o 
9,9747834150 9201128963 
99730961811 6469083029 
9.g714688560 Ssgg6brrg 
III Ayo 1252903489 
9:9683909742 1917527943 
9.g66g38gBo: zisahshgdz 
9:9655440208 1789434567 
99642044164 5653136262 
9629225038 1404835193 
99616946338 3E6g8L2J2 
gYboszıırıs 6456577252 
9.9594014956 8673884734 
995833497981 4561387302 
9-9573220837 1550754011 
9.9563591696 3881435774 
a5544B6ßgr 34g8chzyıa 
9-9545890715 5360828076 
9-9537797810 2903856417 
9.95 30202771 4980077695 


99523100441 4034352140 
9.9516485366 5449723876 
9.9510353794 801439879 
99504697672 s4boabızız 
IY4PSISLFE 9025401677 
9.9494B00438 ogg64ßrhır 
9.9490548386 gıdösız2da 
9.9486755902 2321722697 
9.9483416983 625 7525751 
9.94803527714 1057187897 
9.9478083757 882873337 

99476080858 2329302469 
99474514835 4291742006 
9:9473381584 7445732981 
9.3472677074 5205163055 
9.9472397344 2994856529 
9.9473538503 0190930853 
9.44713096727 2bs5a3gborı 
9.9474068259 5806639475 
9.:9475449406 8308573196 








— 05772156649 01532861 
0.560884 6 
05447893104 36179789 
o,528g210872 B5430502 
0.5132748789 16830312 
0.4978449912 99879371 
0.4826259358 14825705 
04676124198 brsszbzz 
0.4527993380 o1Tı2885 
0.4381817634 95334754 
0.4237549494 11076796 


0.4095142760 TIbg4248 
0.3954553339 34292807 
0.3815738268 38792064 
03678656106 07749546 
0.3543366779 76279272 


0.3409531528 32261794 
0.3277412847 48392299 
0.3:46874437 88860621 
o,3017881155 74610030 
0.289038 965 9218826 
0.2764394897 32192051 
0,2639847000 44220200 
0.2516694306 gbrooıor 
0.2394936792 25936794 
0.2274535333 7b2b5408 
o.2155461686 ooabzıda 
0.207 7688447 30623157 
0.1921188983 02221732 
0.1805937494 zo36g178 
0.1691908888 ge 


0.1579078803 36141874 
0.1467423567 95996017 
0.1356920179 yrhgz32 
0.1247546278 97003946 
o.11393Bor26 Bzo882g6 
©.1032100582 36977615 
00925987081 87861259 
00820919618 58406487 
o,or1bä78r23 agakısıo 
oobız3B45445 Bsırbrab 
So511801337 37897756 
D,0410728433 24024375 
coz1chogı3b 71447252 
0.0211426703 33530475 
oorrz164215 Bby45R45 
0.0015805619 Rroßzgıa 
+ 0.0080664890 11364893 
o.017bı62683 83844468 
G0aJ1oor75B 35486201 
00364899739 78576520 





log Ils 
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9:9475449406 B308573196 
Gg477236538 bıßazadaıy 
99479426085 7494550351 
9.9482014538 7500065798 
9:9484998446 4251966174 
9:3488374414 4659973817 
9.9492139104 0g97B143536 
9:9496289230 7706494873 
9.9500821562 Bögıo768r 
99505732920 SBorrzdıgı 


9-9511020174 SOL55T2544 


9.951:6680244 6766136244 
9:9522710099 3756789859 
9.9529106754 0213704917 
9.9535867270 1294797674 
9:9542988754 2799988466 
9.9550469357 1178337730 
99558303272 3821579829 
99566490735 Ybr4064633 
9:9575028024 9869525351 
9.9583912456 ga254Bo6ß5 
9.95g3141388 7186450668 
99602712215 Yho7zıgaßo 
9.g6r2622372 0530119641 
99622869327 4222223320 
9:Y633450588 7435456829 
9.9644363698 1971920339 
g.g655boß2z2 Ad5379Bod4 
9.9667175803 2189101417 
99679070054 1227146665 
9.96g1286662 497614416 


9.9703823337 1127271250 
9.9716677818 6428648993 
99729847878 1655271065 
9.974333 1316 9917940601 
gg75Tiasges y357362442 
99771229684 gi6785 1092 
9.978sbg0362 2467644771 
gg8ooz55913 Brurdzı6ı 
9-9815374283 33390136350 
g.g830693440 8561111078 
99846311382 9969520321 
9gbbzashızz 1o7bgz373Br 
99878435735 8573930651 
9:zB4938:66 76h 
9.gy11731821 718g109803 


99928814521 5658844947 
9.9946184510 6337679375 
9:9963839956 3222432515 
9.998:1779048 6807320161 
IOOISIIII ELITE 











+ 0.0364899739 78376520 
00457967895 61914496 
0.0550221145 79551622 
o.obgı673073 bborrısy 
0.2732336936 45365776 
00822225675 39644344 
0.0g11351925 40635189 
0.0999728024 44444633 
0.1087366032 51781439 
91174277690 35011042 
1260474527 73476253 


0.1345967771 58445210 
o.1430768403 bögkosıı 
a.1514887158 19958383 
0158334528 S3415463 
o.r6Br120775 Byz27dg 


0.1763255932 71894293 
0.1844749812 67329607 
0.1925613014 Sg132418 
0.2005851930 56747012 
O2CBg47u74E 73493948 
o.2164501461 Bgbagrdg 
0.2242938871 gbrg752r 
0.2320769593 00672792 
0.2398032061 35096466 
0.2474724535 46861164 
o.25508551203 23688336 
o.2626431686 02762795 
0.2701462043 14883540 
0.2775953776 14168016 
0.2849914332 93061543 
0.2923351011 88779580 
agb BET 
03068681204 96501033 
0.3140588b02 31568639 
©-3211999895 45479708 
23282921690 Bzßzohyı 
0.33533600466 94485409 
0.3423322577 49528903 
0.3492814254 57135499 
0.3561841611 bg4osyrzo 


0.3630410646 48881123 
0.3698527244 Ob401469 
03766197179 23498793 
©.3833436119 46740214 
0.3900219627 42043086 
0.396065 83163 466b2403 
0.4032522088 13771306 
24098041664 49890838 
0.4163147060 45414956 
04227843350 98467139 
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METHODUS NOVA 


INTEGRALIUM VALORES 
PER APPROXIMATIONEM INVENIENDI. 


1. 

Inter methodos ad determinationem numericam approximatam integralium 
propositas insignem tenent locum regulae, quas praeeunte summo Newron evolu- 
tas dedit Cores. Scilicet si requiritur valor integralis f ydz ab rg usque ad 
x — h sumendus, valores ipsius y pro his valoribus extremis ipsius = et pro 
quotcunque aliis intermediis a primo ad ultimum incrementis aequalibus progre- 
dientibus, multiplicandi sunt per certos coöffhicientes numericos, quo facto pro- 
ductorum aggregatum in k—g ductum integrale quaesitum suppeditabit, eo ma- 
iore praecisione, quo plures termini in hac operatione adhibentur. Quum prin- 
cipia huius methodi, quae a geometris rarius quam par est in usum vocari videtur, 
nusquam quod sciam plenius explicata sint, pauca de his praemittere ab instituto 
nostro haud alienum erit. 


2. 

Sit a-+1 multitudo terminorum, quos in usum vyocare placuit, statuamus- 
que hk—g=Ä, ita ut valores ipsius © sint g, _+>. 9+=, „+2 etc. us- 
que ad 94-4, respondeantque iisdem resp. valores ipsius y hi A, A’, A”, A”ete. 
usque ad A): denique ponatur indefinite 2 = g-+-At, ita ut y etiam spectari 
possit tamquam functio ipsius £. Designemus per Y functionem sequentem 
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(ntr)int—r)lnt— 3)... Inton 
u 1) en... en 














eo nt{ntor)intod).uunn: (nt—n) 
+4. t (1) (=2)::44.- (on) 
vntınt—t) Int 8).2220% {nt—n) 
+4. %; [ET 2—n) 
nein). (ni— 2)... (nt—n) 
TA ne 
— etc. 
+4") nt{nt—1).(nt—2) PIE (nt—n+1) 


n.{in—l) (n—2)...... 1 


ya) Te) 
siıve = ur) 





‚ ubi repraesentante p singulos integros 0,1, 2,3...n. 
is) u ntlnt—i)int— 2){nt—3)....(nton) 
nt—y 
M'®) valor ipsius T pro nt=p. 


Manifestum erit, Y' exhibere functionem algebraicam integram ipsius t ordinis , 
atque eius valores pro singulis n--1 valoribus ipsius ?, puta 0, —, 5 Be 
aequales esse valoribus ipsius y. Porro patet, si Y” sit functio alia integra pro 
iisdem valoribus cum y conspirans, Y’—Y pro iisdem evanescere, adeoque per 


factores , t—-, t—-, t—- ....2—1 et proin etiam per eorum productum 


(quod est ordinis a1) divisibilem esse, unde patet, Y’, nisi prorsus identica sit 
cum Y, certo ad altiorem ordinem ascendere debere, sive Y ex omnibus functio- 
nibus integris ordinem n haud egredientibus unicam esse, quae pro illis n-+-1 
valoribus cum y conspiret. (uodsi itaque y, in seriem secundum potestates 
ipsius f progredientem evoluta, ante terminum qui implicat £”*'! omnino ab- 
rumpitur, cum Y identica erit: si vero saltem tam cito convergit, ut terminos se- 
quentes spernere liceat, funcetio Y inter limites = 0, t=1 sier—g,re=h 
ipsius y vice fungi poterit. 


3. 
lam integrale nostrum fyd.x transit in Afydt at=0 usquad t=1 
sumendum, cuius loco per ea, quae modo monuimus, adoptabimus AfYdt. Evol- 
vendo itaque T'® in 
a" + Hy Hö + etc. 


- 


. erit [T)dt,at=0 usquead t—1, 
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[1 


—a+ 




















n—i n—?2 
qua quantitate posita -—= MR), erit integrale quaesitum 
— AR+AR + A"R’+A"R”+ etc. + AP R®)) 
Exempli caussa apponemus computum coöfficientis R" pro n = 5. Fit hic 


T = 5’P— 13.517 +59.5°P— 107.5°’77+60.5.0 


M'=2x1x(—-1)x{-23x(—3) = —12 
Hine — 2R= MR 6 HT PH = adeoque R— A 


Computus aliquanto brevior evadit, statuendo 2?—1 = u. Tune fit 


Ti) — (nutn){nutn— 2)Inu +n— 4)... (nu—ont+sllau—n+2)(nu—n) 
a nn > m 70 Ten Fan 


Ponamus 
(nnuu— nn) (nnuu—(n— 2)". (nnun— (n— 4). (nnun— (n—6j").... __ vie) 
nu ln 2a)" Zu 
ubi numerator desinere debet in ... (nnuu— 9)/nnu#w—1), si n est impar, vel 
in ...(nnun—4)nu, si n est par, eritque 


{an} __ (nu—n+ 2%) ut{e) 
T") = a 


lam integrale [rar at 0 usque ad ?— 1 acceptum aequale est integrali 
fi Te)du = f u du fee ule)du 


at 


abu—=—I usquead v— 1. 


Statuendo itaque 


uw) = au! HB Yu Höu + etc. 





‘sponte enim patet, potestates u"*, u", u”® etc. abesse), integralis pars 
zen en 2u—n)Ulr)d 
” en evanescet pro valore impari ipsius n, pars altera f et wi vero 


pro valore pari, unde integrale f T")dt fiet pro » pari 
ET 2" etatritst ete.) 
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pro n impari autem 


2 #5 —n 
= - Hat tait ste) 
In exemplo nostro habetur 


U" — (25 un — 25)(25uu— 9) = 62540 —350uu+ 225, adeoque 
—ı12R"= — z44(125 —#340+ 225) = — 44 ut supra. 


Observare convenit, fieri U") — UP), adeoque ni; Ted — tf Tielde, 
signo superiore valente pro n pari, inferiore pro impari. (Juare quum facile per- 
spieiatur, perinde haberi M"=*) — -+ MÜ®), semper erit RP) — R®), sivee 
eoefficientibus R, R', R”.... R") ultimus primo aequalis, penultimus secundo 
et sic porro. 


4, 
Valores numericos horum co£fficientium a Coresıo usque ad n = 10 com- 
putatos ex Harmonia Mensurarum huc adscribimus. 
Pro n=1 sive terminis duobus. 
R=R=}t 
Pro n = 2 sive terminis tribus. 
R=F=ı4ı,8=} 
Pro n= 3 sive terminis quatuor. 
R=Rk"=4, R=R'’=} 
Pro n— 4 sive terminis quinque. 
R= RR", R=-R’=4, 8 =, 
Pro n =5 sive terminis sex. 
R=R=y4. R=R"=4, R=R'— 24 
Pro n = 6 sive terminis septem. 
R=R= dd, R= R'= 5, MR = = so; RU Ph 
Pro n=7 sive terminis octo, 


R=R"= Hz, R-—-R— Pig, R RK — Bey Fan R"—= R”— BEITE 
Pro n= 8 sive terminis novem. 
R BR R" — pr, R= R" — Ar, R=R'=—44,.R= = ER = er . 


W n 
R=— er 
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Pro n = 9 sive terminis decem. 
R u R”— BT R — R"— 4441. R— R“" — vH; R"— R" — 44. 
R"=R= TR os 
Pro = 10 sive terminis undecim. 
R=R= fl, R= R"= Pd. R'= R"— — Teer 
R"= KR" = Apr, R=-R-— iR R' = 434. 


Quum formula JAR+AR+AR+A"R"+ ete. + AR) integrale 
fyde ab 2=g usque ad a—=g+Öü, sive integrale Afydt at= 0 usque 
ad = I exacte quidem exhibeat, quoties y in seriem evoluta potestatem f" 
non transscendit, sed approximate tantum, quoties y ultra progreditur, superest, 
ut errorem, quem inducunt termini proxime sequentes, assignare doceamus. De- 
signemus generaliter per A”) differentiam inter valorem verum integralis fat 
at—=0 usquead ?= 1, atque valorem ex formula prodeuntem, ita ut sit 

k=1— R—R—R’—R"— etc. — RI 
K=}4— n (R+2R"+3R"”+ etc. +n. R®) 
” 1 r „ m n) 
k"=4—.„(R-+AR"+9R”+ etc. + nn RW) 
K"—1— - (R'+8R’+27R”+ etc. n’ RI) 
etc. Patet igitur, si y evolvatur in seriem 
K+Kt+K't+K”P+ ete. 
differentiam inter valorem verum integralis [ydt atque valorem approximatum 
formulae exprimi per “ 
Kk+Kk-+-K'K+-K"k"+ etc. 
Sed manifesto A, 4, k" etc. usque ad X{”) sponte fiunt — 0: correctio itaque for- 
mulae approximatae erit 


KH) At 4 Kt rt) KDD ete. 


Indolem quantitatum At, 442 etc. infra accuratius perscrutabimur; hie 
sufficiat, valores numericos primae aut secundae, pro singulis valoribus ipsius n, 
apposuisse, ut gradus praecisionis, quam formula approximata affert, inde aesti- 
mari possit. 
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Pro a= 1 habemu "= —ı. "= —ı, "= — 

Pro n= 2 invenimu "=0, "= — u, =—ıı 

Pro a= 3 ft "= —rh, K! =—ıhr 

Pro n= A4...K =0, "= — in = — 

Pro n= 85... = nr Mn 

Pro n—= 6..." =0, —_ — se: Pr 

Pro n= 7... rn: e— Hin 

Pos 8..." =, KK —mthen "= — ınldae 

Pro n= 9...K = —lttın., = nt 
Poan=1..."=0 "= hr, K'= — rien 


Pro valore pari ipsius n ubique hic fieri animadvertimus Kt) — 0, ac 
+: Knt9); pro valore impari ipsius n» autem ubique prodit 
Kt) — tr kt), Ratio horum eventuum facile e considerationibus sequenti- 


praeterea kirt?) — 


bus depromitur. 


Designemus generaliter per 2”) differentiam inter valorem verum huius in- 
tegralis S —2)”dt a t=0 usquead t= 1, atque valorem eum, quem for- 


mula approximata 


9 = Ste prdr— kN" R+H EN" RHEN"RH—H"R"+ etc. 


integralia t— U 


profert, ita ut habeatur 


+ RED H"RN) 


usque ad = 1 accepto. Manifesto pro valore impari ipsius 
m evanescet tum valor verus integralis tum valor approximatus: erit itaque = 0, 
"—=0, !"=0, 1!" = 0 ete. sive generaliter 7”) — 0 pro valore impari ipsius m. 


Pro valore pari autem ipsius m, formulae tribuimus formam hancce 


Im) — 


m lin" R+ an R+Un— 2" R+ ete 


m+) 


am Rn Rt) 


si simul fuerit » par; vel hanc 


im) _ . ( 


la" R+(n— 2" R’+ (n— a)" R’+ ete. 
ER gm pin) + Rh) 


si simul fuerit » impar. 
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Si igitur per evolutionem ipsius y in seriem secundum potestates ipsius 
t—} progredientem prodit 


y=L+L(—9)+L(t—p?+L"(t—4)’+ ete. 


correctio valori approximato integralis [ydt a ?—= 0 usque ad t= 1 appl- 
canda erit 


LI+-L’T+L"I" LL"]" 4 ete. 


aut potius, quum /(”) necessario evanescat pro valore quovis integro ipsius m 
haud maiori quam n, correctio erit 


TIP LTIPFI PEN FEIERN etc. 


pro :n pari, vel 
zer)rerl);, Aal a Aa er etc. 


pro n impari. 
Facillime iam correctiones !”) ad A") reducuntur et vice versa. Quum 


enim habeatur 


Fun ı m{m—ı) 
1" = 1" — 4m. 1" +4. 1° + etc. 
erit 
u mim —1) 
u) = A — m FERN) ete. 
Et perinde fit 
oz 1 n{m—1) — 
Kr) — OL 4mir dr. Ma ml) _L etc. 
Ex posteriori formula eiicientur termini, ubi / affieitur indice impari: utraque 
autem continuanda est tantummodo usque ad indiceem »-+1 (inclus.), Manifesto 
itaque habebimus 
pro n pari 
Jet (0) 
kette) — jet 
Kln+s) __. "+3 te) 
pro n impari - 
Kat tt) 
Alte) — "+2 zieh) 
.-. 


unde demanant observationes supra indicatae 
22* 
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6. 

Generaliter itaque loquendo praestabit, in applicanda methodo Cotesiana 
ipsi » tribuere valorem parem, seu terminorum multitudinem imparem in usum 
vocare. Perparum scilicet praecisio augebitur, si loco valoris paris ipsius n ad 
imparem proxime maiorem ascendamus, quum error maneat eiusdem ordinis, licet 
eoöfficiente aliquantulum minori affectus. Contra ascendendo a valore impari 
ipsius » ad parem proxime sequentem, error duobus ordinibus promovebitur, in- 
superque coöfficiens notabilius imminutus praecisionem augebit. Ita si quinque 
termini adhibentur, sive pro n — 4, error proxime exprimitur per — v1, K® 
velper — yes Z°; si statuitur n— 5, error erit proxime — ll K* vel 
— zn L*, adeoque ne ad semissem quidem prioris depressus: contra faciendo 
n = 6, error fit proxime = — sts K* vel = — ats", praecisioque tanto 
magis aucta, quo eitius series, in quam functio evolvitur, iam per se convergit. 


T. 

Postquam haecce circa methodum Cotesii praemisimus, ad disquisitionem 
generalem progredimur, abiiciendo conditionem, ut valores ipsius x progressione 
arithmetica procedant. Problema itaque aggredimur, determinare valorem inte- 
gralis [ydx inter limites datos ex aliquot valoribus datis ipsius y, vel exacte vel 
quam proxime. Supponamus, integrale sumendum esse ab 2 = g usque ad 
z=g-+&, introducamusque loco ipsius x aliam variabilem ?= Zi ‚ ita ut 
integrale Afydt a = 0 usquead ?= I investigare oporteat. Respondeant 
n-}-1 valores dati ipsius y hi A, 4’, 4”, A”.... A) valoribus ipsius ? inaequali- 
bus his a, a’, a”, a”....a(”), designemusque per Y functionem algebraicam inte- 


gram ordinis n hancce: 
y elta) tar)... dam) 
“I (a —a'){a—a” la—u”).. er, 
(a) (—u")(t— a")... (tal) 
+4 (a —a) (@« — a”) —a”).. lea) 











ni (6) (t-.«) ta")... ft alt) 


(a — a)fa” — a’ )(a"— a”)... .la — aM) 


+ ete. 
a Se =) ee 








(N) — a) (al) —a’ ar ar)... (a) 





Manifesto valores huius functionis, si £ alicui quantitatum a. «', a", a”....a” 
aequalis ponitur, coineidunt cum valoribus respondentibus functionis y, unde per- 
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inde ut in art. 2. concludimus, Y cum y identicam esse, quoties y quoque sit 
functio algebraica integra ordinem » non transscendens, aut saltem ipsius y vice 
fungi posse, si y in seriem secundum potestates ipsius # progredientem conversa 
tantam convergentiam exhibeat, ut terminos altiorum ordinum negligere liceat. 


5. 
lam ad eruendum integrale [Yd? singulas partes ipsius Y consideremus. 
Designemus productum, 


(—a)(t—a’)(t—a")(t—a”).... (t—a)) 


per T, fiatque per evolutionem huius producti 
T= tt La" +at! a”? + etc. +a") 


Numerator fractionis, per quam, in parte prima ipsius Y, multiplicata est A, fit 
T . 
= numeratores in partibus sequentibus perinde sunt ——., 7Zgm: zum etc. 
Denominatores vero nihil aliud sunt, nisi valores determinati En numeratorum, 
si resp. statuitur = a, t=a, t=.a", t=.a” etc.: denotemus hos denomina- 
tores resp. per M, M', M", M” ete., ita ut sit 
AT 
Y= Kent a fer Mu) tr Rr- re at eic. + ya Met— a) 

Quum fiat T= 0, pro t= a, habemus aequationem identicam 

at’ Lac" Ha" aa” + etc. + al” — 0 
adeoque 


Tot! _a’t! Lat — a) Halt" a) par"? a") + ee. 
ta") —a) 
Hinc er per t—a fit 
zo = t"+at""+aat”” Hat" +etc.+a” 
+at"""+aat""” +Laaat” "+ etc. +aa”” 
tat? +aat”” + etc. Hola"? 
ta"? + etc, +a'a"" 
— etc. etc. 
ta) 
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Valor huius functionis pro = a colligitur 
= (r+1)a’+naa”" + —1)aa”"+(n— 2)a’a" "+ etc. +a"") 


Hinc M aequalis valori ipsius = pro ?=a, uti etiam aliunde constat. Perinde 
M', M", M", etc. erunt valores ipsius —; = po t=d,t=a,t=.a” etc. 
Porro invenimus valorem irre se, at=0 usquead t=1, 


=.+ rss + ete. + 
+ Fe + ete. +aa””' 
+2,45 = „+ ete. +aa”"” 
++ etc. + a’a”"* 
—+ etc. etc. - 
ER 











quos terminos ordine sequenti disponemus: 
a taa" ' aa? Lara" etc. Hal") 
++" aa" + aa" + etc. +a"=?)) 
+Ha"" aa” +aa" + etc. + a" 3)} 
+He "La"! Li’ rei + al" 9, 
etc. 
7 
+,—lea+aa+«') 
+,„(a+a) 
1 
aErT 
Sed manifesto eadem quantitas prodit, si in producto e multiplicatione functio- 
nis 7 in seriem infinitam 


+4 Hr +40 etc 


orto, reiectis omnibus terminis, qui implicant potestates ipsius ? exponentibus 
negativis (sive brevius, in producti parte ea, quae est functio integra ipsius f) 
pro ? scribitur a. Supponamus itaque, fieri *) 


Ti" +4” +H4r’+4017" + etc) = T’+ T” 


*} Vix opus erit monere, characteres 7, 7’, 7” alio sensu hic accipi, quam in art. 2. 
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ita ut 7” sit functio integra ipsius ? in hoc producto contenta, 7” vero pars al- 
tera, scilicet series descendens in infinitumque excurrens. (Quo facto valor inte- 
gralis f au: at=0 usque ad ?= 1 aequalis erit valori functionis 7’ pro 
t= a. (Juodsi itaque valores determinatos functionis 
qı 
(ir) 

pro t=a, t=d, t=a”,t=a"etc. usquead t—=al” resp. per R, R’, R”, 
R”.....R() denotamus, integrale [Ydt at=0 usquead = 1 fiet 


.— RA+RA+ R’A’+ ete. i. RR") A) 


quod per A multiplicatum exhibebit valorem vel verum vel approximatum inte- 
gralis [yde ab e—=g usquead 2=g+4A. 


9. 

Hae operationes aliquanto facilius perficiuntur, si loco indeterminatae ? in- 
trodueitur alla #« —= 2t—1. Scribimus quoque brevitatis caussa b= 24 —1l, 
= 24'—1, b’—= 24"—1 etc. Transeat T, substituto pro ? valore $u-+-4, in 
jan, sive sit 

U = (u —b){u—b)(u—b").... (u—b", 


eg dr _ı dev ee ‚ ER 
Erit itaque 5; = zz, @deoque M, M’, M” etc. valores determinati ipsius 





- 1, si deinceps statuitur v=b, u—=b, u = b" etc. 
Quum series £'!+42?+341”°-++ 47" + etc. nihil aliud sit quam 
log. 5 —= log : per substitutionem ?—= 44-4 necessario transibit in 


2u +34 4u + etc. Quodsi itaque statuimus 
Tu + Hu +4 + etc) = U’ + U” 
ita ut U” sit functio integra ipsius « in hoc producto contenta, U” vero pars al- 
tera, puta series descendens infinita, patet esse 
T+T'=3„(U+ U”) 


Sed manifesto 7’, tamquam functio integra ipsius #, per substitutionem —=4u+J4 
necessario functionem integram ipsius # producet: contra 7”, quae non continet 
nisi potestates negativas ipsius f, per eandem substitutionem tantummodo potesta- 
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tes negativas ipsius « gignet. Quam ob rem U” nihil aliud erit quam 2” T” per 

hanc substitutionem transformata, ac perinde U” producta eritex 2”"T”. Nihil 

itaque intererit, sive in ni substituamus ?=a, sive in Ar faciamus 
dr du 

«= b, unde colligimus, R, R', R", R”ete. etiam esse valores determinatos 

functionis 1 pre=mb, sb, u=b, um" etc. 


dw) 
10. 


Antequam ulterius progrediamur, haecce praecepta per exemplum illustra- 
bimus. Sit n= 5, statuamusque a0, da =4,d=4,d"=4, a” = 4, a” =i. 
Hine fit 

T=! 3’ + yet HH At 
Multiplicando per "+41"? +41" +41” + etc. obtinemus 

T=ro tt 
Valores itaque coöfficientium R, R’, R", R”, R”, RK" exprimuntur per functio- 
nem fractam 


in qua pro ? deinceps substituendi sunt valores 0, 4, 4, 4, #. 1. Aliquanto bre- 
vior est methodus altera, quae suppeditat b= —1,b= —4.b" = —4 !"’=}4, 
"ar, "= 


U=wW—juW HHw—ıh 
U’ You 
unde R. R’, R" etc. erunt valores functionis fractae 


run 
s—pun+tit 





po = —1,u= —f,u—=—}tetc. Utraque methodus eosdem numeros pro- 
fert, quos in art. 4. ex Harmonia Mensurarum tradidimus. Ceterum in casu 
tali, qualem hocce exemplum sistit, ubi a, a‘, a’ etc. sunt quantitates rationa- 
les, valores denominatoris Ti commodius in forma primitiva computantur, puta 
(a—a)\(a—a). (a—a”)....(a —a")) pro t=a ac perinde de reliquis. Idem 
valet de denominatore ;;, . qui pro u=b fit =({b—-) (b—b")(b—b")....(b— bl"). 
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11. 

Quoties a, a’, a”etc. vel ex parte vel omnes sunt irrationales, utilis erit 
transformatio functionis fractae, ex qua numeros R, R’, R" etc. derivamus, in 
. funetionem integram: principia talis transformationis, quum in libris algebraieis 
non inveniantur, hoc loco breviter explicabimus. Propositis scilicet tribus functio- 
nibus integris Z, 5, indeterminatae x, quaeritur functio integra, quae fractae 
E vice fungi possit, quatenus pro z accipitur radix quaecunque aequationis [= 0. 
Supponemus autem, L pro nullo horum valorum ipsius z evanescere, sive quod 
eodem redit, 5 atque £° nullum divisorem communem indeterminatum implicare. 
Exponentes potestatum altissimarum ipsius z in [ atque [’ per &, 4 denotabimus. 


Dividatur sueto more Z per 6’, donec residui ordo infra X’ depressus sit; 


“ ® ” . 1 r - * . . 
statuatur residuum = n, eiusque ordo —= X”, ita ut ar sit residui terminus 
altissimus; divisionis quotientem ponemus — 2. Perinde ex divisione functionis 

kr * * El ” .g “ ” .. 
Ü’ per 5” prodeat residuum ;; ordinis k”, quotiens Fi dein rursus e divisione 


functionis [” per [” prodeat residuum Sr ordinis 4" atque quotiens E et sic 
porro, donec in serie functionum £”, Z”, C”etc., quae singulae terminum suum 
altissimum coöfficiente 1 affectum habebunt, perveniatur ad [9 = ı. Hoc tan- 
dem evenire debere facile perspieitur, quum quaelibet functionum £, [’[”, Z”ete. 
cum praecedenti divisorem communem indeterminatum habere nequeat, adeoque 
certo divisio absque residuo fieri nequeat, quamdiu divisor fuerit ordinis maioris 


quam 0. Habebimus igitur seriem aequationum 


"=X —pi 
rt pt" 
[— XL” —»"C" 
Tarp” 
etc. usque ad 
gem) La ‚im—:) gim-2) BE m ans 


ubi £”, £”, Z”....£”) sunt functiones integrae ipsius = ordinis A”, k”, X”... «"); 
numeri %k', k", k"....k") continuo decrescentes usque ad ultimum A") — 0; 
p, p, pP", p"etc. quoque functiones integrae ipsius z ordinis A—Ä', K— A", K'—K”, 
k"—k"ete. /excepto casu, ubi A<{A’, in quo manifesto stgtui debet p — 0). 
His ita praeparatis formamus secundam seriem functionum integrarum ipsius 
z, puta 9, 7), 9", 7”....y”. Et quidem statuemus „= 1,1 = 0, reliquas vero 
23 
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singulas e binis praecedentibus per eandem legem derivamus, per quam functio- 


nes [,£’,{”,[” ete. inter se nexae sunt, scilicet per aequationes 


v=Mm —pi 
a en 7 
i — y" —ry 

y"=X"n"—p”y" etc. usque ad 


1) — RN) 


Manifesto n’—= k hic est ordinis 0; 7” = —Ay ordinis A’—k", et perinde se- 
quentes 1)”, 1" ete. resp. ordinis k’— k”, k’—k”" ete., ita ut ultima nl") ascen- 
dat ad ordinem k'— AN), 

Porro consideremus tertiam functionum seriem, S—Ln, S—Ln, 0’— In”, 
£"—[n"ete., inter cuius terminos quosvis ternos consequentes manifesto similis 
relatio intercedet, scilicet 


I — > =M—In) —pii—CIm) 
GE —=XC— In) —pil’—Ie) 
“u a = N — Sf) —pI"— Ca”) 


lam prima harum functionum fit =, secunda —[': hine facile colligitur, sin- 
gulas per Z’ divisibiles fore. 

Hine autem nullo negotio sequitur, loco fractionis = adoptari posse functio- 
nem integram Zn”), quatenus quidem ipsi = non tribuantur alii valores nisi qui 
sint radices aequationis /’= 0: manifesto enim differentia ZU") pro tali 
valore ipsius z necessario evanescit, uum 1— In) = [W — Iy{®) per [’ sit di- 
visibilis, 

l.oco functionis Zy”) etiam adoptari poterit eius residuum ex divisione per 
£' ortum, cuius ordo erit inferior ordine functionis [’, 

Ceterum hocce residuum commocdlius per algorithmum sequentem immediate 
eruere licet. Formentur aequationes sequentes 


Z u g% +Z' 
Z = go“ +Z" 


zZ" an g"C"+-Z"” 
Z" = g"C”"+Z” etc. usque ad 
zn) _ gr) gm) zum 
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scilicet deinceps dividendo Z per Z’, dein residuum primae divisionis Z’ per [£”, 
tum residuum secundae divisionis per [” ac sie porro. Quum residuum semper 
ad ordinem inferiorem pertineat quam divisor, ordo functionum Z', Z", Z”, Z’"ete. 
erit resp. inferior quam &', k", k", k"”"ete.; ultima vero Z") necessario fit — 9, 
quum divisor Z®) sit = 1. Habemus itaqne 


Z=dE HN CH ICH g” "+ ee. + It) 


Quatenus autem pro x solae radices aequationis [= 0 accipiuntur, fit [= 0, 


vn 


[= 6, ["= [n”, ["—= Sr” ete., unde sub eadem restrictione erit 
zZ .e „- am +. 
= HH" + ee. +) 


Ordo vero huius expressionis necessario erit infra k': quum enim ordo quotien- 
tium g", q”, g” ete. esse debeat infra A'—k", k"-— k", k"— k"ete., ordo singu- 
larum partium g’n’, Q’y,g’y etc. erit infra k’— A”, K—k", k’— k"" etc. 

Denique adhuc observamus, si forte inter valores indeterminatae z, quos in 
fractione Z substituere oporteat, rationales cum irrationalibus mixti reperiantur, 
magis e re fore, illos ab his separare atque hos solos in aequatione ['—= 0 com- 
prehendere. Pro rationalibus enim valoribus calculi compendio opus non erit; pro 
irrationalibus autem calculus tanto simplicior erit, quo minor fuerit gradus funetio- 
nis integrae, ad quam fractam reducere licet. 


12. 
Ecce nunc exemplum transformationis in art. praec explicatae. Proposita 


sit functio fracta 








in qua z indefinite repraesentat radices aequationis 
ll # Ede ua 2 ee u 1 2 2 
Si hic omnes septem radices complecti vellemus, ad functionem integram 
sexti ordinis delaberemur. Manifesto autem pro valore rationali z= 0 compu- 
tus fractionis obvius est, datque valorem „22,%: quapropter seposita hac radice in 


aequatione sexti gradus subsistemus: 
23* 
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I 4422 0 


quo pacto facile praevidemus orturam esse functionem integram quarti ordinis. 
lam ex applicatione praeceptorum praecedentium prodeunt sequentia: 


er peter, 
Ver — 1 + 
"=. — Nzı+y 


Ge :—} 
1 


=H4 P=r 

= — Yı va yet 

= — 14! pf=-— '4Tzz — 107 
n =! 

dt 

=4 

= 

= u’ — HN’ 108° 
ee 1 Ile ui 42 Si del u 1 12 DE | 
ht Het q 
2’= —ritrzc+ tits g" 

f 


[212 
Z’= — rır 


NN- 
IN 


u Urs 
Hinc tandem derivatur functio integra fractioni propositae aequivalens: 


A r 
et 


13. 
Ad determinandum gradum praecisionis, qua formula nostra integralis 
RA-+R’A+R"A’+ etc. + R®)A®) gaudet, statuamus generaliter 
1 


Ra” + Ra" + Ra" + etc. + RWalıın — kl) 


ita ut A”) sit differentia inter integralis [rat at—0 usquead t—1 sumti 
valorem verum atque approximatum. Habebimus itaque, singulis fractionibus in 
series evolutis, 
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tet + ete. 7 m 
= U ATHE-A HR) +a— KR") + etc. 
er +H4r’+4ir’ +40 + ete. —6 





si statuimus 
= kr'tkrt Rt etc. 


sive potius (quum iam sciamus, %k, k’, k”, K” etc. usque ad X{”) sponte evanescere 
debere) 
BEN KL ee, 


Multiplicando per T fit 
Ttst +2. + 0. 7 a) = T+ T—T8 
Pars prior huius aequationis est funetio integra ipsius ? ordinis n, eiusque valo- 
res determinati pro =a,t=a,t=a"etc. resp. fiunt MR, M'R', M"R"ete.: 
quapropter, quum eadem valeant de functione 7”, uti ex ipso modo numeros 
R, R’, R"etc. determinandi perspicuum est, necessario illa pars prior aequatio- 
nis identica esse debet cum 7”, adeoque T"—= 76. Oritur itaque ® ex evolu- 
tione fractionis — quo pacto co£fficientes Kt, Kt etc, quousque libet de- 
terminari,poterunt. Quibus inventis correctio valoris nostri approximati integra- 
lis [ydt erit 
— a ee Pa a re etc. 


si series, in quam evolvitur y, est 


y=K+K't+K't+-K"P-+ etc. 


14. 
Si magis placet, correctionem exprimere per coöflicientes seriei secundum 
potestates ipsius ?—4 progredientis 


y= L+L(— + Lt - Q’+L”t—3)’+ etc. 


illa erit 
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_ td et) jet et) e+9 wi): etc. 


si generaliter per {”) exprimimus corfeetionem valoris approximati integralis 
S(t—3)”dt. Hae correctiones /") cum correetionibus A”) nexae erunt per ae- 
quationem 


I = KO u 4 FD PATER te, 


1.2.3 





Quo vero illas independenter eruere possimus, perpendamus, functioneım ® per 
substitutionem ?— 4u+ } transire in 


akut — Wr wr— wrttete) 
+ ak’ (ut — 2u + 3u7T— du’ etc.) 
+ sk" ur — ut 6 — 10u°+ etc.) 
+16" — au +10 — 200 + etc.) 


+ etc. 
sive in 
2ku'+ ak’ — Hu +Ss(k" —4.2K +4K)lu 
+16(4"— 4.36’ + 4.3 —4k)uT'—+ etc. 
sive in 


2'164 etc. 


sive denique, quum a priori sciamus, /, 7, 2", !"etc. usque ad (”) sponte eva- 
nescere, in 
get? a yn+3 ae u BE a DR 2 Paz 2 2 EB etc. 


Ad — Fi; quare quum T\, 7” per substitutionem = 4u+4 transeant in 
ar z (art. 9), funcetio # per eandem substitutionem transibit in En (Juodsi 
vr 


itaque seriem ex evolutione fractionis 7; oriundam per Q designamus, erit 


PORN 07 0) Pia Ci 5 BERENL7C > 0 BFREN n 2.7 10 20 Pau 02 0 DEEP 


quo pacto co@fficientes 4, er grc, quousque lubet erui poterunt. 


Ita in exemplo art. 10 invenimus 


U’ ehrt ee’ — etc. 


2 = Hu A u" — etc. 
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PM 
ximati integralis 


EERRE > var x 
De HL ln L — ete. 





15. 
Coöfficiens K(”) functionis y in seriem evolutae fit, per theorema TarLorı, 
aequalis valori ipsius 


1 d"y ER . am dey 
de VE s..m de 


pro ?= 0 sive 2 = g; perinde coöfficiens L(”) est valor eiusdem expressionis 
pro t—=4+ sive u—0 sive e—=g-++&: utrique coßfficienti ordinem m tribue- 
mus. Generaliter itaque loquendo integratio nostra usque ad ordinem » inclus. 
exacta erit, quicungdie valores pro a, a’, a”....a" accipiantur. Attamen hine 
nihil obstat, quominus pro valoribus harum quantitatum scite electis praecisio ad 
altiorem gradum evehatur. Ita iam supra vidimus, in methodo Coresu ij. e. pro 
dam n ‘= 2, a” — n etc. praecisionem sponte ad ordinem n—+-1 inclus. 
extendi, quoties n sit numerus par. Generaliter patet, si valores a, a‘, a”, a”ete. 
ita fuerint electi, ut in functione 7” vel U” ab initio excidat terminus unus plu- 
resve, praecisionem totidem gradibus ultra ordinem » promotum iri, quot termini 
exciderint. Hinc facile colligitur, quum multitudo quantitatum quas eligere con- 
ceditur sit n—-1, per idoneam earum determinationem praecisionem semper ad 
ordinem 2n-+1 inclus. evehi posse, quo pacto adiumento n-+1 terminorum eun- 
dem praecisionis ordinem assequi licebit, ad quem attingendum 2n—+-1 vel 2n+2 
terminos in usum vocare oporteret, si Corzsı methodum sequeremur. 


16. 
Totum hoc negotium in eo vertitur, ut pro quovis valore dato ipsius » functio- 
nem T eruamus formae "+ +a”"+a''+.a"”f" etc. itaque comparatam, ut 
in producto 


Te +4’ +4’ ++ etc.) 
evoluto potestates £', 2°, r*.... r{"t") omnes nanciscantur coöfficientem 0; 


aut si magis placet, functionem U formae u"t!+5u" +5 w""+-B’u"" + etc., 
cuius productum per «'+4u”°+4u”°+4u”7+ etc. liberum evadat a potesta- 


©, . 
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tibus ut, u, w®, w*....u{"tN), Modus posterior aliquanto simplicior erit: 
quum enim facile perspiciatur, co£fficientes ipsius U, ut conditioni praescriptae 
satisfiat, alternatim evanescere debere, sive statui 6 = 0, 6” = 0, 65" —0 etec., 
laboris dimidia fere pars iam absoluta censenda erit. Evolvamus casus quosdam 
simpliciores. 

I. Pro n= 0, coöfficiens unicus ipsius f' in producto 


(e+a){e!+4177°+417°+ ete.) 


evanescere debet. Qui quum fiat = +4, habemus a = —+, sive T=t—}. 
Perinde U= u. 


I. Pro n=1. determinatio ipsius 7 pendet a duabus aequationibus 


=4+ta+a 
= ++4ja+ta 
unde dedueimus «= —1, «=—+4, sive T=tt—t-+}. Determinatio functio- 
nis U unicam aequationem affert 
| o—4-+6’ 


und d’—= —4., sive U= us —}+. 


II. Pro n= 2, functio T determinatur adiumento trium aequationum 


0=4+te+4d+a" 
0=4+ta+tdtzya 
b=4+ta+ta+ra” 


unde nancisimur a=—I, d=4, "= — J,, adeoque T=t’—- tt +31 — 4. 
Ad determinandam U unica aequatio sufficit 
0 = 4+48' 


und 5’ = —} sive U=wW—}u. 

Attamen hunc modum, qui calculos continuo molestiores adducit, hic ul- 
terius non persequemur, sed ad fontem genuinum solutionis generalis progre- 
diemur. 
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17. 
Proposita fractione continua 











constat, fractiones continuo magis appropinquantes inveniri per algorithmum 
sequentem. Formentur duae quantitatum series, F, VW’, V", V"” etec., 
W, W', W", W" etc. per hasce formulas 


V=-o0 Wi 

V’ =v W = »W 

v” =wV’ +rV Ww" = wW' +vW 
V" = wV"+eV’ W" = w"W”’+e"W' 


v"” — w" V"+ eo" Y" w'" — ww“ W"+ Pr Ww" 


etc. eritque 


v 

„= 1) 

r”’ m e 

w' 1 

Fr" Een v 

mw 
+; 

" _. 

Em TTP 

# Pr + m 

ww —; 


et sic porro. Praeterea constat, vel facile ex ipsis aequationibus praecedentibus 
confirmatur, esse 


rw —V’W =-—r 
vw" —V"'"W' = +er 
v"Ww” — V"W" = — vor 


Y” W"— v" Ww" — + urn" 


etc. Hinc perspicuum est, seriei 


re'e” ve'n"e'” 


eo ern 
vr wr twin mut e® 
24 
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terminum primum esse — 

summam duorum terminorum primorum = ai 
summam trium terminorum primorum = da 
summam quatuor terminorum primorum = en 


et sic porro; quocirca series ipsa vel in infinitum vel usque dum abrumpatur con- 
tinuata ipsam fractionem continuam 7 exprimet. Simul hinc habetur differentia 


: ’ ’ : v’ vv" vr 
inter 9 atque singulas fractiones appropinquantes gr, pr, jym ete. 


E formula 33 art. 14 Disquisitionum generalium circa seriem infinitam mu- 
tando ? in - facile obtinemus transformationem seriei 


Pau HH Hr Hrn + etc. 


in fractionem continuam sequentem 











u—+ 
2.2 
3.5 
Ar 3.3 
5.7 
ag 1.4 
. 1.9 
u— etc 
ita ut habeatur 
vl —4V=—H = #0" — tete. 
ve W— ww" — ww" — ww” etc — u. 


Hine pro V, V', W", V”ete. W, W', W”, W” etc. nanciscimur valores se- 


quentes 
V=t, W mai “ 
Vv=i, W =u 
V’—=w W" = uu—+ 
v"— w—Hhr, Ww" =W—4u 
v"—w# — Hu Ww" = wW—$uu+ 
vw — zu + Ww' =W— Yet pu 
v"=wW —yu+tu, w" = W— Hu Pu 


vu u. Wehe —ru etc 


PER APPROXIMATIONEM INVENIENDI. 187. 


Leviattentione adhibita elucet, singulas V, V", V", V"ete. W, W', W", W"”ete. 
fieri funetiones integras indeterminatae u; terminum altissimum in V”) fieri 
u”—!, potestatesque u"*, u"—!, u” etc. abesse; terminum altissimum vero in 
WW) fieri u", atque abesse potestates u", u”, u” etc. Per ea autem, quae 
supra demonstravimus, erit 
.3. 


4 
 . ww +pRtor ]. eye ts; 3.5.5. mrwetzz 3.5.5.1. + etc. 


ac proin generaliter 





mm 22 Ic ne mim 
FT wen 722... Gmojam Hı)wewern, 
g Pr Er ee (m +1) {m-+1) 
3.3.5) Pt 
— etc. 
ERUE va. R R . 5 . R 
51 igıtur 9 wi in seriem descendentem convertitur, eius terminus prımus erit 
2.2.3. 3....m. mel) 
T3.e,lmi)lamı) 


Produetum vero gW”) compositum erit e functione integra V(”) atque serie 
infinita, cuius terminus primus 





Hince igitur sponte inventa est functio U ordinis n-+1, quae conditioni in 
art. praec. stabilitae satisfacit, scilicet ut productum »ÜU’ liberum evadat a po- 
testatibus ww, uw *®..... ut), Scilicet non est alia uam WW"#), simul- 
que patet, U’ aequalem fieri ipsi P"+V, nec non terminum primum ipsius 


U” esse 

er ldr...(a ti) +1) ue+t2) 

u Pr Fr RR Gn+i)(in+ 3) 
Quodsi igitur pro 5, 5, d"..... u") accipiuntur radices aequationis wet) _o, 
valoresque coöfficientium R, R’, R..... R) per praecepta supra tradita eruun- 


tur, formula nostra integralis praecisione gaudebit ad ordinem 2n-+-1 ascen- 
dente, eiusque correctio exprimetur proxime per 


12.2.8. Aarı)latı) Ler+) _ 1.1.2.2.3.3.2...[a+1){a +1) Lir+2) 
vH 73.5.3 tn Fillanrs] 7 4,6.6.10.10+ Ihe re. (in+2)lın +e) 


24 * 
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18. 

Disquisitiones art. praee. functiones idoneas U pro singulis valoribus nu- 
meri » invenire quidem docent, sed successive tantum, dum a valoribus minori- 
bus ad maiores transeundum est. Facile autem animadvertimus, has functiones 
generaliter exprimi per 


(r+ı)n (n +1) na —1)(n— 2) (n +1) nin—ı1)(n — 2){r — 3} {mn -- 4) 
nr ne I I N: a Tue 








2.420 +1)(29—1) 2.4.8.(29 +1)(2n—1)(zn— 9) 


+ etc. 


sive etiam, si characteristica F ad normam commentationis supra citatae uti- 
mur, per 


ut P—ın, —Hn-+1), —(n+H. u) 


Haecce inductio facile in demonstrationem rigorosam convertitur per methodum 
vulgo notam, aut, si ita videtur, adiumento formulae 19 in comment. cit. Functio 
U, si magis placet, etiam ordine terminorum inverso, exprimi potest per 


3.5.7... (+1 , 
+ rer a ePl—in. Hn+3), 4, wu) 


pro n pari, valente signo superiori vel inferiori, prout #n par est vel impar 
aut per 


tar amfi-hetl),. de+1, 4 um) 


pro » impari, valente signo superiori vel inferiori, prout }(n-+-1) par est vel impar. 

Functio U” expressionem generalem aeque simplicem non admittit: facile 
tamen ex ipsa genesi quantitatum V, V", V”etc. colligitur, terminum ultimum 
ipsius U’ pro n pari fieri 


ce Be FE n.n 
Ten a... (in —ı)(2n +1) 





signo superiori vel inferiori valente, prout $n par est vel impar. 

Functio U" — gWw"t) _ pt), euius terminum primum iam in art. 
praec, assignare docuimus, etiam per algorithmum recurrentem evolvi potest, 
quum manifesto generaliter habeatur 

»W" — V" = w(gW" — V’) +YgW —V) 
»W" — V"” = w(yW" — 7”) +7’ W’ — 7” 
»W"” — V” = 2" W"— VY)+r"pW"— VI") 
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etc. adeoque eo quem tractamus casu 





en vi) 


Ita invenimus 
»W = u'+ 4u’+ 4u+ 407’ etc. 
W'—V' tu’ 4° et du” + etc. 
au — Ve uartet tu teeu + etc. 
W"—-V"= nut + u + Hu + etc. 


| 


etc. quas series ita quoque exhibere licet 








„Hr Far Br ie BE VB 12:30 

wre Face re) 

eur’ __ıt — Pr 2.3 u ds En —4 2.3.14.5.6.7 8 

ee er Fern a rer trete) 
3.4.5, 4.4.5. 











ii ru _— 3.4 E - 
sW—V'= ru pp ni+; .4.6.7.8 

om rm 4.3. —_ 4.5.8.7 4.5.6.7.8, u” 
ne Fra +) 


2.4.9.11 
etc. Hanc inductionem sequentes habebimus generaliter 


U „wet ) _pitr) gequalem producto ex 


2.2.3.3. f{n+i1).(a+1) —(n+?2) 


4. 
3.3.5.3. SC FERpEN (an tı)any+ s)# 


in seriem infinitam 


(n+2){n +3) uw N u 
I+ 2{an+:) + 2.41.(2n+3)(2n+?) + ete. 


aut si magis placet in Fi}a-+1, In+4#, n+#, w*). Haec quoque inductio 
facillime ad plenam certitudinem evehitur vel per methodum vulgo notam vel ad- 
inmento formulae 19 in commentatione saepius eitatae. 








19, 

Quum unficiat, funetionum T, U alterutram nosse, posterioris determi- 
nationem tamquam simpliciorem praetulimus. (Quae quemadmodum evolutioni 
seriei w'—+4u + 4u”°+ etc. in fractionem continuam innixa est, per ratio- 
einia similia ex evolutione seriei "+4? + 41" +47” + etc. in fractionem 
continuam 
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derivare potuissemus algorithmum ad determinandam functionem 7 pro valori- 
bus successivis numeri ». Ad eandem vero conclusionem pervenimus perpen- 
dendo, 7’ nihil aliud esse quam = seu an si pro u scribitur 22—1, quo 
pacto functiones successive pro T adoptandae habebuntur per algorithmum se- 


quentem: 














m =} 
4W' =t—} 
4W" = (t— 4.1W" — Eu D "W _t—t+H 
+#"= (t—.1W"— —,.4W =" — tt - 4 
dr" lt Kr 10" We + 
etc. Per inductionem hinc resultat generaliter 
pt _ nt) __ In+iı)'.nn = in +ıY.nn. (n—ı)* gm? n 
T=f 1.(2n+2) 1.2.(2n + 2)(2n +1) en —7.2.3.(2n+ 2)(2n+t). me reis. 


sive T—="' F(-(n+1), —in+1), —2{n+1), 2°"), cui inductioni facile 
est demonstrationis vim conciliare. Si magis arridet, 7’ ordine terminorum in- 
verso etiam per 





ee) 


— 1,6.10. lesen (in+?2) 
exprimi potest, ubi signum superius valet pro n impari, inferius pro pari. Si- 
mili denique modo generaliter 7” aequalis invenitur producto ex 


1.2.2.3.3. (a+t. (n+1) —{n+2) 
2.6.6.10.10.14ucucr an +2). (in ı ;) 





in seriem infinitam 





Wr! t (n+ 2) (n+ 3) —# (n + 2)? .(a+ 3)*in + 4)* _. 
tina Finnrsnsnt Pıns.antointnansgt + ele. 


sivein Fin+2,n-+2, 2n+4, t) 
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20. 
Quum in functione U potestates u”, u 
aequationis U — 0 binae semper erunt magnitudine aequales signis oppositae, 
quibus pro valore pari ipsius n adhuc associare oportet radicem singularem 0. In- 
ventis radicibus, valores coöfficientium R, R’, R" etc. secundum methodum art. 11 
habebuntur per functionem integram ipsius u, quae pro valore impari ipsius n 
erit formae 


_i PR P er 
"#4" etc, absint, e radieibus 


yet etc. 
pro valore pari autem, si exceluditur coöfficiens radiei # — 0 respondens, formae 
wur etc. 


Exemplum art. 12 ipsam hanc reductionem exhibet pro n = 6. Manifesto igitur 

valoribus oppositis ipsius # semper respondent coöflicientes aequales. Ceterum 

in casu eo, ubi n est par, coöfficiens radiei «= 0 respondens facile generali- 

ter a priori assignari potest. Habebitur hic coöfficiens, si in Ar substituitur 
du 


w—= 0. Valorem numeratoris U’ pro u 0 iam in art. 18 tradidimus, valor 
denomjnatoris autem ibinde erit 


steel) Ehen fahi)le+t) 
= Faryar) ZRFP (Ir +1) =I 5 ae Massas @n+i) 
adeoque coffficiens quaesitus 
I y IE Pe Per n 2 
— ran) 


21. 
Funetio integra ipsius « co@fficientes R, R', R” etc. repraesentans in eo 
quem hie tractamus casu etiam independenter a methodo generali art. 11 erui 
potest sequenti modo. Differentiando aequationem 


ur a u” 
-7-r 
substituendo dein „3 = =: ac multiplicando per UU{uu—1), obtinemus 


u" 
(uu—1) vr— Ian. ww—1)+U)= wvuZ ) 
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Termini huius aequationis ad laevam manifesto constituunt functionem integram 
ipsius «: itaque necessario in parte ad dextram co@fficientes potestatum ipsius # 
cum exponentibus negativis sese destruere debent. 

u” 


Sed -;;— produeit seriem infinitam incipientem a termino 


ER ERDE BETEN 2 . 
(5 Tiruro u (204) 





qua igitur per («w—1)UÜU multiplicata nihil aliud prodire poterit nisi quanti- 
tas constans 








a I +1), 

ST MBchTcarsn (2n+ı) 

Hine colligimus *) 
FE rn 1.2.3. Accn.. n+1},? 
(wu—1)D er BBehn.c ans)! 


-, quae coäfficientes 


R, R’, R"etc. suggerit, aequivalebit functio integra 


3. 
een OT m—) 


Loco huius functionis, quae est ordinis 2”+2, manifestoque solas potestates 
pares ipsius # implicat, adoptari poterit residuum ex eius divisione per U ortum, 
quod erit ordinis n, seu a—1, prout n par est seuimpar. Si vero in casu priori 
coöfficientem eum, qui respondet radici « — 0, exeludere malumus, loco illius 
functionis eius residuum ex divisione per J ortum adoptabimus, quod tantum- 
modo ad ordinem n— 2 ascendet. 

22. 

Ut praesto sint, quae ad applicationem methodi hucusque expositae requi- 
runtur, adiungere visum est, pro valoribus successivis numeri rn, valores nume- 
ricos tum quantitatum a, a’, a" ete., tum coäfficienttum R, R', R"ete. ad sede- 
eim figuras computatos, una cum horum logarithmis ad decem figuras. 


? 
*) Simul hinc petitur demonstratio, quod U’ cum = divisorem indeterminatum communem habere 
" 


nequit, neque adeo aequatio 1’ = » radices aeywales, 
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I. Terminus unus, n = 0. 
U=u U=1ı, T=t—}, T’=ı. 
a0, 

R=ı 


Correctio formulae integralis proxime — ;„,L”. 


Correctio proxime : 


Correctio proxime 


I. Termini dw, n = 1. 
T_-w—}, U=u 
T=tt—t+4,T =t—} 


a = 0,2113248654 051871 
a = 0,7386751345 948129 
R-R— } 

pen ;L"” 


III. Termini tres, n = 2. 
U=W#—1u, V=u—H 
T=P’— 411 +42, T=tt—t+4 
a —= 0,1127016653 792583 


ad = 0,5 
a” — 1,8872983346 207417 
R=-E'=-,, 
=+ 
= „rl. 


IV. Termini quatuor, n - 3. 


U=u—$uu + 


U=_« 


Hu 


T="—- 211’ +41 —4t 4-7, 
T="—}t HH 


a 
Pr 
[7 


[7 
a 


= 0,0694315442 029754 
0,3300094752 0758677 


\ 


"— 0,6699905217 924323 


— 0,9305681557 970246 


R = R"” = 0,1739274225 697284 log. = 9,2403680612 
R'= R" = 0,3260725774 312716 log. = 9,5133142764 
Horum co£fficientium expressio generalis — >, uu-+44 


Correctio proxime 


vun 


m ists ll 
25 
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V. Termini quinque, n= 4. 

U=W— Yyutyru 
U—_u— jun + 
T="— + y’—4t+ tr 
T=t— 2" +4 —Ht+HtHlls 

a = 0,0469100770 306680 

a = 0,2307653449 471585 

a =()5 

a” — 0,7692346550 528415 

a” — 0,9530899229 693320 
R = R” = 0,1184634425 280945 log. = 9,0735843490 


R'—= R" — 0,2393143352 496832 9,3789687142 
R"— Sul, — 0,2344444444 444444 9,4539974559 
Expressio generalis horum co£fficientium, excluso R”, 
ut 


Correctio proxime = „ger L" 


VI. Termini ser, n = 5. 


U=W— Hu Hu — hr 
U W—HuW+tu 
T="—3* +! + + Hr 
T=t’!—r +4 tar 

a — .0,0337652428 984240 

a = 0,1693953067 668678 

a” = 0,3806904069 584015 

a” = 0,6193095930 415985 

a” — 0,8306046932 331322 

a" — 0,9662347571 015760 
R = R""== 0,0856622461 895852 log. — 8,9327994580 
R' — R" =: 0,1803807865 240693 9,2561902763 
R"—= R" — 0,2339569672 863455 9,3691359831 

Cotfficientium expressio generalis 
— u — u Hl 


Correctio proxime — rılysrs L" 
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VI. Termini septem, n = 6. 

U WW yP1u — Au 
VW yu+3Hm— Hr 
T="— + 4 — weit tt et. 
T="! 32’ mt tt tt 

a — 0,0254460438 236202 

a = 0,1292344072 003028 

a” — 0,2970774243 113015 

r—05 

a” — 0,7029225756 886985 

a”” — 0,8707655927 996972 

a" — 0,9745539561 713798 
R=R'"" = 0,0647424830 844348 log. — 8,8111893529 


5 
| 


R'—= R” = 0,1398526957 446384 9,1456708421 
R"—= R” = 0,1909150252 525595 9,2808401093 
R”"— 2/8, —= 0,2089795918 367347 9,3201038766 


Horum coöfficientium, R” excluso, expressio generalis 
ne a a RA Eu 22 20 


Correctio proxime — uhr 2" 


® 23. 
Coronidis loco methodi nostrae efficaciam ob oculos ponemus computando 


valorem integralis 
Sen 
logr 


ab x = 100000 usque ad z = 200000. 
I. Ex termino uno habemus ARA = 8390,394608 


ARA = 4271,810097 
II. Ex terminis duobus fit... (!dRA = 4134,144502 
Summa = 8405,954599 
ARA = 2390,572772 


ARA = 3729,064270 

AR’A" = 2286,599733 

'Summa — 8406,236775 
25* 


III. Ex terminis tribus ...... 
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ARA == 1501,957053 
AR A — 2763,769240 
IV. Ex terminis quatuor..... AR"'Aa" 2711,454637 
AR”A” — 1429,062040 
Summa = 8406,242970 


(I 





ARA = 1024,8979445 
ARA 2041,833335 
AR"A" 2356,601133 
AR’A” — 1980,509616 
AR”"A”— 972,419588 


Summa — $406,243117 


I 


V, Ex terminis quinque ..... 


ARA = 741,912854 
ARA —= 1545,757256 
AR"A” = 1976,737668 
VI. Ex terminis sex ........ AR”A” — 1950.4166223 
AR”A”— 1488,588550 
AR’A’' = 702,780570 
Summa — 8406,243121 
ARA = 561,1213804 
ARA —= 1202,055199$ * 


AR’A" —= 1621,6290819 
AR"”A” — 1753,4212406 
AR” A”— 1594,9790252 
AR'A' = 1152,0681116 
AR"A”— 530,9690816 
Summa == 8406,2431211 


VII. Ex terminis septem..... 


E calculis clar. Besser valor eiusdem integralis inventus est —= 8406,24312. 


ANZEIGEN. 





Göttingische gelehrte Anzeigen. 1812 Februar to, 





Die logarithmischen und Kreisfunctionen, als die einfachsten Arten der 
transscendenten Functionen, sind diejenigen, womit sich die Analysten am mei- 
sten beschäftigt haben. Sie verdienten diese Ehre sowohl wegen ihres steten Ein- 
greifens in fast alle mathematische Untersuchungen, theoretische und practische, 
als wegen des fast unerschöpflichen Reichthums an interessanten Wahrheiten, den 
ihre Theorie darbietet. Weit weniger sind bisher andere transscendente Functio- 
nen bearbeitet, die sich auf jene nicht zurückführen lassen, sondern als eigne 
höhere Gattungen betrachtet werden müssen, die nur in speciellen Fällen mit je- 
nen zusammenhängen. Und doch sind manche solcher Functionen nicht minder 
fruchtbar an interessanten Relationen, und daher dem, welcher die Analyse um 
ihrer selbst willen ehrt, nicht minder wichtig; so wie ihr häufiges Vorkommen 
bei mancherlei andern Untersuchungen sie dem empfehlen muss, der gern erst 
nach practischem Nutzen fragt. Professor Gavss hat sich mit Untersuchungen 
über dergleichen höhere transscendente Functionen schon seit vielen Jahren be- 
schäftigt, deren weit ausgedehnte Resultate das Gesagte bestätigen. Einen, ver- 
hältnissmässig freilich nur sehr kleinen, Theil derselben, der gleichsam als Ein- 
leitung zu einer künftig zu liefernden Reihe von Abhandlungen angesehen wer- 
den kann, hat er am 30. Januar unter der Aufschrift 

Disquisitiones generales circa seriem infinitam 


a.0a+1.6. „6.64 a.a+1.0+2.5.5+1.6+2 
+ ars lade Drug Ser POTEE aD Fi et ete. 


Pars prior, 
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als eine Vorlesung der königl. Gesellschaft der Wissenschaften übergeben, wor- 
aus wir hier die Hauptmomente des Inhalts anzeigen wollen. 

Die transscendenten Functionen haben ihre wahre Quelle allemal, offen lie- 
gend oder versteckt, im Unendlichen. Die Operationen des Integrirens, der Sum- 
mationen unendlicher Reihen, der Entwickelung unendlicher Producte, ins Un- 
endliche fortlaufender eontinuirlicher Brüche, oder überhaupt die Annäherung an 
eine Grenze durch Operationen, die nach bestimmten Gesetzen ohne Ende fort- 
gesetzt werden — diess ist der eigentliche Boden, auf welchem die transscenden- 
ten Functionen erzeugt werden, oder wenn man lieber sich eines andern Bildes 
bedienen will, diess sind die eigentlichen Wege, auf welchen man dazu gelangt. 
Zu einem Ziele führen gewöhnlich mehrere solcher Wege: die Umstände und die 
Zwecke, welche man sich vorsetzt, müssen bestimmen, welchen man zuerst oder 
vorzugsweise wählen will. Die Reihe, welche den Gegenstand gegenwärtiger Ab- 
handlung ausmacht, ist von einer sehr umfassenden Allgemeinheit. Sie stellt, 
je nachdem die Grössen «a, 6, y (welche nebst « der Verfasser durch die Benen- 
nungen erstes, zweites, drittes, viertes Element unterscheidet, so wie er, Kürze 
halber, die ganze durch die Reihe dargestellte Function mit den Zeichen Fa, 6, y, x) 
bezeichnet) so oder anders bestimmt werden, algebraische, logarithmische, tri- 
gonometrische oder höhere transscendente Functionen dar, und man kann behaup- 
ten, dass bisher kaum irgend eine transscendente Function von den Analysten un- 
tersucht sei, die sich nicht auf diese Reihe zurückführen liesse. Eine grosse 
Menge von Wahrheiten, welche in Beziehung auf solche schon in Betrachtung ge- 
zogene Functionen schon aufgefunden sind, lassen sich aus der allgemeinen Na- 
tur der durch unsere Reihen dargestellten Funetion ableiten, und schon um dess- 
willen würden Untersuchungen darüber die Aufmerksamkeit der Geometer:verdie- 
nen, obwohl diess nur als Nebensache, und die Eröffnung des Zuganges zu neuen 
Wahrheiten als Hauptzweck zu betrachten ist. Gegenwärtige Abhandlung ent- 
hält nur erst die Hälfte von den allgemeinen Untersuchungen des Verfassers, de- 
ren zu grosser Umfang eine Theilung nothwendig machte. Hier gilt eben die 
Reihe selbst als Ursprung der transscendenten Functionen, welche in dem wei- 
tern Verfolg der Arbeit aus einer allgemeiner anwendbaren Quelle werden abge- 
leitet, und aus einem höheren Gesichtspunkte betrachtet werden. Die erstere 
Erzeugung macht, ihrer Natur nach, die Einschränkung auf die Fälle nothwen- 
dig, wo die Reihe convergirt, also wo das vierte Element x, positiv oder negativ, 
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den Werth 1 nicht überschreitet: die andere Erzeugungsart wird diese Beschrän- 
kung wegräumen. Allein eben die erstere Erzeugungsart führt schon zu einer 
Menge merkwürdiger Wahrheiten auf einem bequemern und gleichsam mehr ele- 
mentarischen Wege, und desswegen hat der Verf. damit den Anfang gemacht. 

Diese erste Hälfte der Untersuchungen zerfällt in drei Abschnitte, welchen 
einige allgemeine Bemerkungen voraus geschickt sind. Um eine Probe von der 
ausgedehnten Anwendbarkeit der Reihe zu geben, sind auf dieselbe zuvörderst 
23 verschiedene Reihenentwickelungen algebraischer, logarithmischer und tri- 
gonometrischer Functionen zurück geführt, so wie, als ein Beispiel höherer 
transcendenter Functionen, die Coöflicienten der aus der Entwickelung von 
(aa-+bb—2abcosp)" entspringenden, nach den Cosinus der Vielfachen von % 
fortschreitenden, Reihe, und zwar letztere auf drei verschiedene Arten. 

Der erste Abschnitt beschäftigt sich mit den Relationen zwischen solchen 
Reihen von der obigen Form, in welchen die Werthe eines der drei ersten Ele- 
mente um eine Einheit verschieden, die Werthe der.drei übrigen hingegen gleich 
sind. Dergleichen Reihen nennt der Verf. series contiguae, im Deutschen könnte 
man sie etwa verwandte Reihen nennen. Jeder Reihe Fa, 6, y, x) stehen also 
sechs verwandte zur Seite, nämlich F{a-++-1, 5, y,), Fla—1,5,y,x), Fla,6+1,y,), 
Fla,65—1,y,2), Fia,5, y-+i1.@), F(a,6, y—1,x), und es wird hier gezeigt, 
dass es zwischen der ersten und je zweien der verwandten eine lineare Gleichung 
gibt. Funfzehn Gleichungen entspringen auf diese Weise. Es folgt hieraus das 
wichtige Theorem, dass, wenn a’—a, a'—a, 6'—-6, 6'—6, Y—y. Y'—y. 
ganze Zahlen sind, auch zwischen Fa, 6, y,2), F(a’, 6’, y, 2), F(a”, 6”, y", x), 
eine lineare Gleichung Statt findet, und also, allgemein zu reden, aus den Wer- 
then zweier dieser Functionen der Werth der dritten abgeleitet werden kann. Ei- 
nige der einfachsten oder sonst merkwürdigen Fälle hat der Verf. hier noch be- 
sonders zusammengestellt. 

Der zweite Abschnitt gibt Verwandlungen in continuirliche Brüche, und zwar 
für die Quotienten 


Pla, 6+1,y+1,z) Fila 6+1,y,z) F(a—1,6+1,79, 2) 
F(a, 6,y, x) ie Fla,6,yz) ' Fla,6,y, x) 





auf welche sich noch drei andere durch die offenbar verstattete Vertauschung der 
beiden ersten Elemente zurück führen lassen. Von diesen Lehrsätzen sind fast 
alle bisher bekannte Entwickelungen in continuirliche Brüche nur specielle Fälle. 


200 ANZEIGE, 


Vorzüglich merkwürdig ist der Fall, wo man in der zweiten Entwickelung 5 — 0 
setzt. Es folgt daraus ein Lehrsatz, welchen wir seiner umfassenden Anwend- 
barkeit wegen hier beifügen. Die Function Fa, 1, y,.r) oder, was einerlei ist, 
die Reihe | 





Re a.0+1 a.a+1.0+?2 cu 
It Het aha + ew. 


gibt den continuirlichen Bruch 











wo die Coöfficienten a, b. c, dete. nach folgendem Gesetze fortschreiten: 





EN er 

—T 6 ır+1) 
Br a(y+1—a) 
Tut +2 — Grat) 





_ la+2){r +1) _ 3(r+2—e) 
++ nd => (+) uf 


ri lassen sich z.B. die Potenz eines Binomium, die Reihen für log (1+r), 
log +* ‚ für Exponentialgrössen, für den Bogen durch die Tangente oder durch 
den Sinus u. a. in unendliche continuirliche Brüche verwandeln. Auch beruhen 
hierauf die in der Theoria motus corporum coelestium gegebenen Verwandlungen in 
solche Brüche, deren Beweise hier von dem Verfasser nachgeholt werden. 

Bei weitem den grössten "Theil der Abhandlung nimmt der dritte Abschnitt 
ein, in welchem von dem Werthe der Reihe gehandelt wird, wenn man das vierte 
Element — I setzt. Nachdem zuvörderst mit geometrischer Schärfe bewiesen, 
dass die Reihe für «= 1 nur dann zu einer endlichen Summe convergire, wenn 
y—a—b eine positive Grösse ist, führt der Verf. diese Summe, oder F\a,d,y,t) 
auf den Ausdruck ger zurück, wo die Charakteristik II eine 
eigene Art transcendenter Functionen andeutet, deren Erzeugung der Verf. auf 
ein unendliches Product gründet. Diese in der ganzen Analyse höchst wichtige 





Function ist im Grunde nichts anders als Evers inexplicable Function 


KErishss x 
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allein diese Erzeugungsart oder Definition ist, nach des Verf. Urtheil, durchaus 
unstatthaft, da sie nur für ganze positive Werthe von x einen klaren Sinn hat. 
Die vom Verf. gewählte Begründungsart ist allgemein anwendbar, und gibt selbst 
bei imaginären Werthen von = einen eben so klaren Sinn, wie bei reellen, und 
man läuft dabei durchaus keine Gefahr, auf solche Paradoxen und Widersprüche 
zu gerathen, wie ehedem Hr. Krasır bei seinen numerischen Facultäten, die sich, 
wie man leicht zeigen kann, auf obige Function zurückführen lassen, aber zur 
Aufnahme in die Analyse weniger geeignet scheinen, als diese, da jene von drei 
Grössen abhängig sind, diese nur von Einer abhängt, und doch als eben so allge- 
mein betrachtet werden muss. Der Verf. wünscht dieser transscendenten Function 
Ilz in der Analyse das Bürgerrecht gegeben zu sehen, wozu vielleicht die Wahl ei- 
nes eigenen Namens für dieselbe am beförderlichsten sein würde: das Recht dazu 
mag demjenigen vorbehalten bleiben, der die wichtigsten Entdeckungen in der 
Theorie dieser der Anstrengungen der Geometer sehr würdigen Function machen 
wird. Hier ist von dem Verf. bereits eine bedeutende Anzahl merkwürdiger, sie 
betreffender, Theoreme zusammen gestellt, wovon ein Theil als neu zu betrachten 
ist. Der Raum verstattet uns nicht, in das Detail derselben hier einzugehen : nur 
das eine heben wir davon aus, dass der Werth des Integrals je (1—x*)’dr von 
z—=0 bis #=1 leicht auf die Function Il zurückgeführt werden kann, und 
dass alle die von Ever für dergleichen Integrale zum Theil mühsam gefundenen 
Relationen sich mit grösster Leichtigkeit aus den allgemeinen Eigenschaften jener 
Functionen ableiten lassen, so wie umgekehrt allemal Ilz, wenn z eine Ratio- 
nalgrösse ist, sich durch einige solche bestimmte Integrale darstellen lässt. 

Nicht weniger merkwürdig ist die aus der Differentiation von IIz entsprin- 
gende, gleichfalls transscendente, Function, oder vielmehr 

dloglls __ dil: 


de — Nz,de 





welche der Verfasser mit Wz bezeichnet hat, und die gleichfalls eine besondere 
Benennung verdiente. Von den zahlreichen merkwürdigen Eigenschaften dieser 
Function, welche in der Abhandlung aufgestellt sind, führen wir hier nur die 
Eine an, dass allgemein Wz— Wo, wenn z eine rationale Grösse ist, auf Loga- 
rithmen und Kreisfunctionen zurückgeführt werden kann; Wo selbst aber ist die 
bekannte, von Euer und Andern untersuchte, Zahl 0,5772156649.... negativ 
genommen, welche der Verfasser hier, nach einer von ihn selbst geführten Rech- 
26 
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nung, auf 23 Decimalen mittheilt, wovon die letzten von Mascneroxts Bestimmung 
etwas abweichen. Uebrigens hängen sowohl IIz, als Wz, mit mehreren merk- 
würdigen Integralen für bestimmte Werthe der veränderlichen Grösse zusammen. 

Diesem dritten Abschnitte ist noch eine unter der Aufsicht des Professors 
Gauss von Hrn. NicoLaı mit grösster Sorgfalt berechnete Tafel für log Is und für 
Wz beigefügt, worin das Argument = durch alle einzelnen Hunderttheile von 0 
bis ı fortschreitet; aus der Theorie dieser Functionen ist klar, dass man auf diese 
Werthe von z alle andere leicht zurück führen kann. 


2 "Göttingische gelehrte Anzeigen. 1814 September 26. 





Der königl. Societät wurde am 16. September von dem Prof. Gauss eine Vor- 
lesung eingereicht überschrieben: 


Methodus nova integralium valores per approximationem inveniendi. 


Unter den verschiedenen Methoden zur genäherten Bestimmung der Inte- 
grale, oder wie es in der Sprache der ältern Analysten hiess, zur genäherten Qua- 
dratur krummliniger Figuren, ist die Newrox - Corssische, welche sich auf die In- 
terpolationsmethode gründet, eine der brauchbarsten. Newron hatte eine Auflö- 
sung der Aufgabe gegeben, durch eine beliebige Anzahl gegebener Punkte eine 
parabolische Curve zu ziehen, deren immer leicht ausführbare Quadratur dann 
näherungsweise die Stelle der Quadratur der eigentlich vorgegebenen durch jene 
Punkte gehenden Curve vertreten kann, und zwar desto genauer, je mehr Punkte 
man in Anwendung bringt. Newrox hatte es indessen bei dieser allgemeinen An- 
deutung bewenden lassen und nur gleichsam beispielsweise für den Fall von vier 
in gleichen Zwischenräumen liegenden Ordinaten A, B, C, D den genäherten 
Flächenraum zwischen der ersten und letzten, wenn deren Entfernung = R ist, 
durch 4A+23B+4C+1D)R angeführt. Cores, welcher für sich, und noch 
ehe Newross Schrift Methodus differentialis erschienen war, schon im Jahre 1707 
ähnliche Untersuchungen angestellt hatte, wurde durch die zierliche Form, in wel- 
cher Newrox das Endresultat in obigem Beispiele dargestellt hatte (pulcherrima et 
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utilissima regula nennt es Cotzs) bewogen, diese Vorschriften weiter und bis auf 
den Fall von 11 Ordinaten auszudehnen. Immer erscheint so der verlangte 
Flächenraum in der Gestalt des Products der Basis, oder der Entfernung der 
äussersten Ordinaten, in die Summe der durch bestimmte Zahlcoöfficienten mul- 
tiplicirten Ordinaten, und zwar haben zwei gleich weit vom Anfang und Ende 
abliegende Ordinaten allemal gleiche Coöfficienten. Diese Quadraturcoöfficienten 
bis zu dem Fall von 11 Ordinaten gibt Cores am Schluss der Abhandlung de me- 
thodo differentiali, welche einen Theil der Harmonia mensurarum ausmacht, ohne 
sich über das Verfahren, wodurch er sie berechnet hat, weiter zu erklären. Viel- 
leicht hat man es dieser anspruchlosen Kürze, womit bloss das Endresultat dar- 
gestellt ist, zuzuschreiben, dass diese schöne und zweckmässige Methode von den 
Analysten weniger gekannt und benutzt zu sein scheint, als sie es verdient, 

Bei dieser Methode liegt durchaus die Voraussetzung gleicher Abstände zwi- 
schen den Ordinaten zum Grunde. Allerdings scheint beim ersten Anblick diese 
Voraussetzung am einfachsten und natürlichsten zu sein, und es war noch nicht 
in Frage gekommen, ob es nicht demungeachtet noch vortheilhafter sein könne, 
Ordinaten in ungleichen Abständen zum Grunde zu legen. Um diese Frage zu 
entscheiden, musste zuerst die Theorie der Quadraturcoäfficienten in unbeschränk- 
ter Allgemeinheit entwickelt, und der Grad der Genauigkeit des Resultats be- 
stimmt werden. Es zeigte sich, dass die Bedingungen, wovon dieser Grad der 
Genauigkeit abhängt, von der Art sind, dass man dieselbe durch zweckmässig 
gewählte Ordinaten in ungleichen Abständen allerdings verdoppeln kann, so dass 
man mit einer beliebigen Anzahl gehörig gewählter Ordinaten eben so weit reicht, 
als mit der doppelten Anzahl von Ordinaten in gleichen Abständen. Diese Un- 
tersuchungen, nebst der vollständigen Theorie der zweckmässigsten Auswahl der 
Ordinaten, der dabei anzuwendenden Quadraturcoöfficienten und der Bestimmung 
des Grades der Gienauigkeit, welchen dieses Verfahren gewährt, machen den 
Hauptinhalt der vorliegenden Abhandlung aus. 

Aus der kurzen Entwickelung der Theorie der Coresischen (Juadraturco&fhi- 
cienten, welche der Verf. vorausschicken zu müssen glaubte, berühren wir hier 
nur dasjenige, was den Grad der Genauigkeit betrifft, welchen die dadurch ge- 
fundenen genäherten Integrale haben. Vor allen muss hier bemerkt werden, dass 
die Anwendbarkeit dieser Methode, eben so wie das Interpoliren, auf der Vor- 
aussetzung beruhe, dass die Ordinaten innerhalb des zu quadrirenden Raumes 

26* 


204 ANZEIGE. 


sich durch eine convergirende Reihe darstellen lassen. Es sei x die Absscisse, y 
die Ordinate, und das Integral [ydxz werde von 2 —=y bis z—h verlangt. 
Man führe statt x eine andere veränderliche Grösse ein, indem man etwa 
z—=g-+(h-—g)t, oderauch = 4(g-+-A+4+/h—g)u setzt. Hier muss also 
y sich durch Reihen wie 


atat +a'tt a” + etc. 
oder 


S+Bu+b"uu +56" + etc. 


darstellen lassen, die convergiren, jene, wenigstens so lange #, diese so lange u 
nicht grösser wird als 1. Man mag daher Kürze wegen den Coöfficienten «’ und 5’ 
die Ordnung 1, den Coöfficienten a’ und 5” die Ordnung 2 u.s.w, beilegen. Diess 
vorausgesetzt, wird gezeigt, dass die Fehler, denen man sich bei der Corzsischen 
Methode aussetzt, zwar immer von einer höhern Ordnung werden, je grösser die 
Anzahl der zum Grunde gelegten Werthe von y ist, jedoch so, dass eine unge- 
rade Anzahl und die zunächst grössere gerade Anzahl immer Fehler von einer- 
lei Ordnung hervorbringen. So ist für drei Ordinaten der Fehler sehr nahe 
—= 14 (h—g)a”, für vier Ordinaten nahe — „4, (k—g)a”; sodann für 
fünf Ordinaten nahe — zer (A—g)a" und für sechs Ordinaten nahe 
— yes lh—g)a" u.s.f. Man sieht hieraus, dass es im Allgemeinen vortheil- 
haft sein wird, bei Anwendung der Corssischen Methode eine ungerade Anzahl von 
Ordinaten zu benutzen. 

Der Verf. geht hierauf zu der allgemeinen Untersuchung über, wo die Ein- 
schränkung, dass die Ordinaten gleiche Abstände von einander haben, wegfällt. 
Sind hier A, A’, A" u.s.w. die Werthe von y. die entsprechenden Werthe von t 
hingegen a,a', a"u.s.w., oder 5,5‘, b’u.s.w. die entsprechenden Werthe von #, und 
ihre Anzahl »-+1, so wird das genäherte Integral wiederum die Gestalt haben 


(h—g)(RA+RA-+R"A"+ etc.) 
wo R, R', R" u.s.w. Zahlco£fficienten sind, die unabhängig von der Function y 


bloss durch a, a',a”u.s.w., oder durch 5,5, b"u.s.w. bestimmt werden. Die Un- 
tersuchungen des Verf. geben für diese Bestimmung folgendes Resultat. Es sei 


T= (t—a)(t—a)(t—u”\.... 
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Aus der Multiplication dieser ganzen Function von f, welche auf die Ordnung 
n--1 steigt, in die unendliche Reihe, welche den Logarithmen von 
stellt, nemlich 


£ 
11 vo. 


4’ +40 + etc. 


ergebe sich das Product 7’+ T”, so dass 7” die darin enthaltene ganze Function 
von ? bezeichnet, so wie 7” die übrige mit negativen Potenzen von £ ins Unend- 
liche fortlaufende Reihe. Diess vorausgesetzt, ergeben sich die Quadraturco&ffi- 
cienten R, R’, R”’ u.s.w., wenn man in 17 für # der Reihe nach die Werthe 
a, a’, a” u.s.w. substituirt. Auf eine ähnliche und noch etwas bequemere Art 
leitet man jene Co£fficienten aus 5, d, 5’ u.s.w. ab, indem man die Function 


w—bu—V)(u—b").... 
durch U, ihr Product in die unendliche Reihe 
ut tr etc. 


durch U’--U"” bezeichnet A dass U’ die darin enthaltene ganze Function von 
u vorstellt), und dann in IF für # der Reihe nach die Werthe 5, 5‘, b’u.s. w. 
substituirt. Statt der gebrochenen Functionen u; U lassen sich auch ganze 
Functionen von t und « finden, welche die Stelle von jenen vertreten können, 
und für deren Bestimmung der Verf. eine allgemeine Methode entwickelt. 

Der Grad der Genauigkeit der Integrationsformel hängt nun von der Be- 
schaffenheit der Reihe 7” oder U” ab. Im Allgemeinen ist der Fehler zwar von 
der Ordnung n—+1; allein wenn von den ersten Gliedern jener Reihen einige 
ausfallen, so wird der Fehler von einer höhern Ordnung, so dass wenn T" erst 
mit der Potenz £”” oder U” mit der Potenz «”" anfängt, der Fehler von der 
Ordnung n-+-m wird. 

Hieraus ergab sich nun, dass in so fern die Werthe a, «', a’ u.s.w., oder 
b,b', b’u.s.w. willkürlich gewählt werden können, diese sich so bestimmen las- 
sen müssen, dass die ersten n—+1 Glieder von T” oder U” wirklich ausfallen, 
wovon die Folge sein wird, dass der Fehler der Integrationsformel auf die Ord- 
nung 2n—+?2 kommt. Die Untersuchung schreitet demnach zu der Bestimmung 
derjenigen Functionen T und U, für jeden Werth von n, fort, wodurch der 
angegebenen Bedingung Genüge geleistet wird. Der beschränkte Raum erlaubt 
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uns nicht, in das Einzelne dieser Untersuchung hier einzugehen: wir bemerken 
also hier nur, dass diese Functionen ein sehr einfaches Fortschreitungsgesetz be- 
folgen, und in genauem Zusammenhange stehen mit der Entwicklung der Reihen 


a re ee a ee ee 7 
rer rt + etc. 


in eontinuirliche Brüche, die der Verf. in einer früähern Abhandlung [Disquisitiones 
generales circa seriem infinitam 1 + + etc.) gegeben hat. — Offenbar gibt dem- 
nächst die Auflösung der Gleichung T'= 0 oder U=0 die Werthe von a, a’, a’u.s.w. 
oder 5, 5’, 5" u.s.w., und die Werthe der Quadraturcoöfficienten werden nach den 
allgemeinen Regeln bestimmt, die in diesem Falle noch besondere Vereinfachun- 
gen vertragen. Uebrigens werden allerdings in den meisten Fällen sowohl die 
Werthe von a, a’, a’ u.s. w. als die Quadraturcoöfficienten Irrationalgrössen, Diess 
ist indess an sich sehr gleichgültig, sobald nur ihre numerischen Werthe ein für 
allemal mit einem angemessenen Grad von Genauigkeit berechnet sind. Ist diess 
der Fall, so wird die Anwendung dieser Methode auf irgend eine Anzahl von Or- 
dinaten wenig oder gar nicht mehr Mühe machen, als die Anwendung der Co- 
tesischen Methode auf eine eben so grosse Anzahl, da hingegen letztere auf eine 
doppelt so grosse Anzahl angewandt werden müsste, um ungefähr dieselbe Ge- 
nauigkeit des Resultats zu geben, wie erstere. 

Um für die Anwendung dieser neuen Methode nichts zu wünschen übrig zu 
lassen, hat der Verf. noch die numerischen Werthe von a, a’, a’ u.s.w., so wie 
von R, R’, R" u.s.w., auf 16 Decimalen berechnet, mitgetheilt, zugleich mit 
den Berıssischen Logarithmen der letztern auf 10 Decimalen, alles bis zu dem 
Fall von sieben Ordinaten. In diesem letzten Fall wird der Fehler der Integra- 
tionsformel nahe = +yretsrı5 2", woraus man abnehmen kann, dass in den 
meisten in der Ausübung vorkommenden Fällen schon eine geringere Anzahl zu- 
reichen wird. Um die Anwendung der Vorschriften und ihre verhältnissmässige 
Schärfe noch mehr zu versinnlichen, ist als Beispiel die Berechnung von Se 
von z — 100000 bis x = 200000 beigefügt, wo schon bei der Anwendung von 
vier Werthen der Fehler nur yyos'sos; des Ganzen ist, und bei einer grössern 
Anzahl sich in den unvermeidlichen Fehlern verliert, die selbst die grössern Lo- 
garithmentafeln noch übrig lassen. 
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DETERMINATIO SERIEI NOSTRAE 


PER AEQUATIONEM DIFFERENTIALEM SECUNDI ORDINIS. 


38. 
Statuendo brevitatis causa Fa,d,y, 2) = P, habemus per art. 4 


pP ß 
= "Fla+1,6+1, y+1,a) 
atque hine differentiando denuo 


dar _ ec HE HN 43, 642,72, 2) 





de 7 ar) 
Hinc aequatio IX art. 10 suppelditat 
[80] = adP-Y-(a+5+41))E (10 


Haecce aequatio differentio-differentialis tamquam definitio exactior functionis 
nostrae considerari potest; sed quoniam P = F(a, 6, y, 2) non est integrale com- 
pletum sed particulare tantum (quod constantes non accesserunt), adiicere oportet 
conditionem, ut P incipiat a valore 1 pro 2 0 simulque pro eodem valore 
ipsius 2 supponatur = = = atque TE = ne. 

Ita pro quovis valore ipsius x, ad quem a valore 2 = 0 per gradus con- 
tinuos transiisti, ita tamen, ut valorem z= 1, pro quo 2—z2 = 0, non atti- 
geris, P erit quantitas perfecte determinata; sed manifesto hoc modo ad valores 
reales ipsius © positivos unitate majores pervenire nequis nisi transeundo per va- 
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lores imaginarios, quod quum infinitis modis diversis absque continuitatis praeju- 
dicio fieri possit, hinc nondum liquet, annon eidem valori ipsius x plures, quin 
adeo infinite multi valores discreti ipsius P respondeant, sicuti in pluribus functio- 
nibus transscendentibus magis notis evenire constat. Sed de hoc argumento in 
posterum fusius loqui nobis reservamus, quum hoc loco casus is potissimum, ubi 
x accipitur infra vel saltem non ultra unitatem positivam, atque P aequalis sum- 
mae seriei F|a,d,y, x) tractetur. 


Scribendo in aequatione 80, Br x, transit ea in hanc 
0 = a8P—(a+5+1—7—(++H1) Nr 
quae habet formam similem ut illa. Hine statim prodit aliud integrale particulare 
P= Fa 6,a+6-+1—y.y) = Fia, 5, a+5-+1—y, 1—r) 
unde per principia nota sequitur integrale completum aequationis 80, 
[81] P= MF(a, 6,y,2)+NFfa, 6, a+5-+1—y, 1—) 


denotantibus M, N constantes arbitrarias. 
Ceterum obiter hic observamus, ad formam aequationis 80 facile reduci 
posse aequationem generaliorem 


0= AP+(B+ CE +HD+Ey + Fyy)Sir 


Sunto enim radices aequationis 0 = D+Ey-+Fyy hae, y=a,y=b, 
sive D-+Ey+Fyy indefinite aequalis producto F(y—a)(y—b) patetque sta- 
tuendo 5— — x atque determinando a, 6, y ita ut fiat 


_4A BE | u B+ul 


illam transire in aequationem 8%. 


4. 

Adiumento aequationis differentialis 80 eruere licet complura theoremata 
maxime memorabilia circa seriem nostram, tum generalia tum magis specialia, ne- 
que dubitamus, quin multa plura atque graviora adhuc lateant, ulterioribus curis 
servata. Quae hactenus nobis revelare contigit, hie in conspectum producemus. 
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Statuamus P—= (1— x)" P', eritque 


2 = li P+l-2rG; 
re ur ddP' 
NP Hl Ha 


ya! 


Quibus valoribus in aequatione $0 substitutis prodit dividendo per (1— ) 


o—= Past —+(y—lat+5+1)2)e ren —p)} 
ir —la+5+1)2)—2pr] (1-2) — 
Determinemus ga ita, ut multiplicator ipsius P’ per 1— x divisibilis evadat, quod 
fiet vel statuendo p = 0 vel a = y—a-—-5. Suppositio prior nihil novi doce- 
ret, sed valor posterior substitutus produeit 


0 = Paö—ay—dy-+yy| = h-(r-a-6-+1)e} — TE —xr| 


sive 


= Pr-at-9)- ar HLr +1) — 





a} (ia) 


ddp" 
iz a — 


quae prorsus eandem formam habet ut — s0. a quum pro 2 = 6, 

dp _ 6  —_ teat-t 
manifesto fiat P'=1 atque „—, = , 
esse P= F(y—a, y—b,y.2), ita ut generaliter habeatur 


patet ipsius integrale 
(82] Fy—a, y—6, ya) = (1-21 Fla, 6, 7,2) 
Hinc petenda est transformatio seriei 


et EEE 


9.11 





in 
1.5 1.3.5.7 —I nn, 
rettete) = (ta Fin 
quam in Ephemeridibus Astronomieis Berolinensibus 1814 p. 257 Zusatz zu 
Art. 90 und 100 der 'Theoria motus) sine demonstratione indicaveramus. 


41. 
Statuamus prro P=.«a#P, ita ut fiat 


dp dp’ 


Fr au war! Par 
„idF ddp 


nr - (pp — 1) ee la Ya ar Tr 
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quibus valoribus in 80 substitutis, fit dividendo per a7" 


0 = Pladbr—(y—(a+5+H1))e (t—z)pn—p)! 
—y-la+5H)e+2pli ne 


Multiplicator ipsius P’ in hac formula fit divisibilis per x statuendo p = 0 vel’ 
£ = 1— y; valor posterior producit 


= P(ab +a-+5-+1— 2y— ay—dy-+yy) 


—e-r—(a+6+3- 272) 
ddP' 
— Ts @—.2) 


Comparando hanc aequationem cum $0, cuius forma prorsus similis est, patet 
quae illic fuerant P,a,6,y hic esse P’, @-+1—y, 65+1—y, 2—y: quare 
quum illius integrale completum assignaverimus, manifestum est, P’ contentam 
fore sub formula 


P'= MFla-+1—y, 6+1—y, 2—y. 2) 
+NFla+1—y. 65 +1—y, a+5-+1— y, 1-2) 


denotantibus M, N quantitates constantes, sive 


83) Fla,6,y,2)= M«'"Fla+i1—y, 6-41—y. 2—y, 2) 
+Nz2'TFla-+1—y,5-+1— y, a+5-+H1—y, 1— x) 


ubi constantes M, N ab elementis a, 6, y pendebunt. 
42. 
Ex aequatione 82 sequitur 


Fla+1—y, 6-41—y, 2—. 2) = (1- a) Fli—a, 1-6, 2—y, 2) 
Fia+1—y, 5-H—y, a+5-+H1—y, 1-2) = a! Fla, 6, a+5-41—y, 1) 


unde statuendo 


w=fwßy, —y = 6,7) 
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aequatio $3 fit 


F(a, 6, a+5-H1— y; 1—2) 
— f(a,d,y)F(a,d,y, x) 
+39(a, 6, ll -aja'TFli—a, 1-5, 2—y, a) 
Eidem aequationi adiumento formulae 82 hanc quoque formam tribuere licet 


zT Fla-H1—y, 5-H1—y,a-+65-+1—y, 1-2) = 
fla, 6. Yı —ajt Fly—a,y—6,7,2)+9(a,6, yJa' TFla+1—y,6+1—y,2—y.2) 


sive dividendo per "7, mutandoque resp. @,6,y in a+1—y, 6-+1—y, 2—y 


F(a, 6, a+6-H—y. 1— 2) 
— gla+1— y, 65 +1— y, 2—y) Fla, 6, y, ®) 
+fla+1—y, 6+1—y,2- Ya eTFli—a, 1—5,2—7.2) 
Quae quum identica esse debeat cum formula praecedenti, habemus 


gla,6,y) = fla+1—y, 6541—y, 2—y) 


itaque 
854) Fia,d,a+65-H1—y,1—r) 
— f(a,6,y}Fia,6d,y, =) 
+fla+1— y, 6-41 y, 2-12) a Fli—a, 1—85,2—y, a) 


43. 
Iam ut indolem functionis (a, 6, y) eruamus, statuamus ze = 0. Tune 
patet, esse Fla,6,y,2)—=1. @'17=0, quoties quidem 1—y fuerit quantitas 
positiva. Sed per aequationem 48 habemus 


Ta +6 —y)IIt— 
Pi. = 





Quare sub eadem restrictione demonstratum est, fieri 


5 Ta +6—-„Ni—y) 
[85] fa sy = 





Hanc vero formulam generalem esse, ita demonstramus. 
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Differentiando aequationem 84 provenit 


a F(a+1,64+1,a+65-+2 —y.1—2) 


= fa, ö, yFla+1,5-H1,y-H1. a) 
+fla+ti-71,5+1-7,2-y\/i-x Mare rt (N-Nlie)- a-be)Fli-a,t-8,2-7,8) 
( { } Y T ; "1 ’ 
+ z2)F(2-a, 2-6.3-y. | 


Sed per formulam IX art. 10 fit mutando a,d,y in —a, —6, 1—y 

drl2—Y) Fl—a, —5, 17,2) = (2) (1 —y+la+5—1)2) Fl —a, 1b, 2—y. 2) 
+11 —a)1—b\ie— ra) Fi? —a, 2—6,3— yo) 

unde aequatio praecedens transit in hanc 

Fia+1,5-41,0 +5 +2—y, 1—) 

= + pa, d, yFa-1,65-+1,y-+1, 

 HRZTET a HT ETT Fa, 8.170) 

Mutando autem in aequatione 54, 2.d5,4 m a+1,5-+1,y+1 fit 


Fla-+1,65+1,0a+5+2—7,1—) 
= fla+1,6+1,7+1) Fla+1,0+1,y+1, 2) 
+fe +17, 51-7, 1-9 Ua", — 5,12) 


Quare quum facile perspieiatur, has duas aequationes identicas esse debere, fit 
generaliter 


fa+l,5+1,y+1) = HET, 6 
sive mutando a,d,y in a—1,65—1,.y—1 
fa, 6, y) ya er 


_ s+6-1.0 +6 1—1 ö 
a een fa —-23,5—27—% 





‚ etc. unde facile coneluditur, esse generaliter pro quovis valore integro ipsius & 


— _ Ma +s_-pll-y . \ 
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Sed quoties 1—(y—A) sive A-H1—y est quantitas positiva, demonstravimus 
esse (formula 85) 


3 3 3 _ Na+6—-1—hlliik—7) 
fa—kb—ky—h— May 





Quare quum 4, quidquid sit y, semper accipi possit tantus, ut k--1—y evadat 
quantitas positiva, erit generaliter 
_ Ma+s—)I-yn 
fa, 5,1) = aan d 
et proin 
_—_ Na+t ll 2) 
fat1—y.5-+11—7.2—7)) = Naja) 


ita ut formula nostra fiat 


's6) Fia, 5, a+d +1—y, 1—r) 
_ Ma+6—nll—y) 


= man) Fa 6,72) 


n s— „ll — —t 
ma 16,2 








sive mutata yin a-+5+1—y 
87) Fla,d,y, 1—.) 


_ NIk—1llg—1-—6-—1) e 
= anne Fear, 


Er Fü —a,1—5, y+1—a—6, 2) 








Si magis placet, scribere licet 
in formula S6 


pro (1— 2)? Fı—a, 1-85, 2—y,).... Fla-H—y.5-41—y,2—y, 0) 
in formula 87 


pro 1— a Fii—a, 1— 5, y+1—a—B, 2)....Fiy—a, y—b, y+1—a—6, x) 


44. 
(Juoties itaque elemento quarto in aliqua serie sub forma nostra contenta 
valor tribuitur inter 0,5 et 1, convergentiae lentiori per formulas praecedentes 
remedium affertur, quippe quae illam in duas alias series similes dispescunt 


214 NACHLASS, 


eo citius convergentes, quo tardius illa convergebat. Sed excipere oportet casus 
speciales, ubi haec transformatio non succedit, quoties scilicet in serie transfor- 
manda differentia inter elementum tertium summamque duorum elementorum pri- 
morum fit numerus integer. Si enim in formula $S6 y est — 0 vel aequa- 
lis numero negativo integro, manifesto Fa, b,y,x) fit series inepta (art. 2) 
atque factor Il{y—2) infinitus; si vero y est integer positivus unitate major 
Fi —a, 1— 6, 2—y,a) atque Fi@a+1—y, 65+1—y, 2—y, x) fiunt series in- 
eptae et I1{—y) infinitus; denique si y = 1 duae series transformatae F(a, 6, Yız) 
atque Fii—a, 1—5,2—y,2) vel Fa-+1—y, 64+1—y,2—y,r), quae ideo 
cum Fla,d,y,x) identica evadit, hocce quidem incommodo non laborant, sed 
nihilominus transformatio nullius est usus, quum utraque series transformata per 
coßfficientem infinitum Il/—1) multiplicata sit. Operae itaque pretium erit osten- 
dere, quomodo in his quoque casıbus convergentia lentior in citiorem mutari possit. 


45. 
Sit k numerus integer positivus (sive etiam — 0) designemusque k-+1 
primos terminos seriei Fa, d,y,2) per X. Terminus sequens erit 


u etiet3.. rin... ER a 
TI.r. 32. Ar T rl 1 +2... 74% 





qui etiam ita exhiberi potest 


__N6-1) Na +RN6+%) Pin 
Nfa—1)116@—1) " Ti +1) Hiy+%) 





similique modo termini sequentes. Hinc colligitur 


M(a+6—y)({—7) 
1. Me-ni-n 7 
Nfa+t-„Nl-7) x Na +) —1) gl t+r+ NT EHRE) Kr 
Maple Aria Heap INH HR FE rg | 





(a, 6, y.2) exprimi posse per 








si pro 2 omnes valores 0, 1,2, 3 etc. in infinitum substitui concipiuntur. 
Simili modo Fia-+1—y, 6+1— y, 2—y, x) exprimi potest per 


WERL BER, AT met 
Ma—)NMe—n” MN —y+t) 


a" } 


ft perinde ut ante determinato, adeoque quum sit 111 — y) = (1—yıll{—y) at- 
que Mfy—ı1) = —(1—ylll(iy— 2), patet esse 
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Ua +6—y)lTt er 
1. le zT Fla-+1—y, 6+1— y,2—y, 2) 


_ Mae +4 - YI-„id-ı) per FANE—y+N Hr 
Na) 161) Na —y) I 7) lellt—r+, 





Hinc formula 86 etiam ita exhiberi potest: 


F(a, 5, a+#65-+1—y, 1-8) 


_ Na@+s—- „in 
— Dane 


<s a) N) gar TH a _ Net + at 
I 








Ha) NE) May) NE) "TH + N) I ++) Nty+ı)lle 
Haecce expressio protinus ostendit, singulas differentias, quae sunt sub signo Y, 
fieri = 0, sisupponatur y= —Äk, sed quum hic simul fiat Il{fy—1) quan- 
titas infinite magna, productum finitum evadere posse patet. Cuius valorem ut 
per quantitates finitas exprimamus, statuamus primo y+-A= w, unde fit 


NY—1).y:Y+)Y+23 ----Ytk—t1)o = llo 


sive 
lo 
UN) en. un 


Rei summa vertitur itaque in eo, ut videamus, quid fiat 


‚Ma—r+etolß—r+t+0) te __Ne—r+HNd—ı+9 art! 
' It—y+ti+o)llit+o) Ne —y+1)D: 


1 
© 


si w in infinitum decrescat. Per prineipia nota autem hine resultat 


si brevitatis caussa statuimus 


NMa—r +9 —y+ HH _ 
Da HER NT U 


solamque y tamquam variabilem spectamus. Sed hinc fit 


= Mar +) VE-YHN) HF TH) + PL kN —logr 


Hine colligitur pro y= —k 
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198, 


Fia,d6,a+5 +14 1—r' 
Mia+6+ 1% 


— (ar+HNgHh“ 


ubi 


atq 


Mia +64 A 11% s < 8 
+ name ya + HN N - 22 7) = I(log x 


a ater 





Ma+6+RTa X+ Mia+t+krr u 
” I 


— Ta+hli+r BETH) 


Y—jlogr+ Va+r+ WEHR Vk+1)—V0)) Fatkt1,6+k+1,k+2,2) 
a+k + 6+k+1 e 














+4 k+?2 
Hartung ee 
HiA+B+ojthFuehttnehlenepteuetenege 
+ etc. 
ue 
= HH ten! 
= am team 
= Pr ET FT IT ah 
etc, 


signumgque superius vel inferius accipiendum est, prout & est numerus par vel 


impar. 


vel 


46. 
Hoc itaque modo Fila, 5, a+5-H1—y.1— x) transmutatur, si y est 0 
integer negativus. Casum y=--! prorsus simili modo tractare possumus, 


sive brevius statuere possumus in ratiociniis praecedentidus k= —1, unde X 


pro 


rsus evanescit atque obtinemus: 
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[859! Fia,d,a+B6,1—z) 
Tfa+6— j 
= em tlogr+ Vla—ı)+Vl6 —1)—2V(0)} Fa, 6, 1,2) 


IKa+t—ı) ; ge. 
LK Tor 


+(4+B = re 6. az 
an a Zee 
+ etec.} 








ubi 

A=1244—2 B= +4: =, tt ew. 

Itae.g.pro @=}#, 5 = + obtinemus (cfr. form. 52, 71) 
(90) Fi4.4,1,1—a) 

= — legs. Fi}. 4. 1,2) 

u 1 EHE ve Au all Base VE ve veoet 2 du ell Au ne Ba e , For vw 
PAFPIE TR IERUENTER TERN 
1 


ehr Fr. HH + Herr ++ He 
+HHN HR + ee. 


Denique casum tertium, ubi y est integer positivas unitate maior, seorsim 
tractare haud necesse est, quum sit 








Fia, 6, a+5-H1—y, 1—a) = a" Fa +1—y,6+1—y,a+5+1—y, 1a) 


transformatioque seriei Fla+1—y, 6-+1—y, a +5-+1—y, 1— a) pro y>ıi 
ad casum primum sponte reducatur. 


47. 
Transimus ad alias transformationes. inter quas primum locum obtineat 
substitutio 2 = ne Hine ft de = ur adeoque 
= — , 1- 9), differentiando denuo fit 
dP ‚gar 
d;, = -(1-y’dz,+2(1—y)dP, adeoque 
ddp ‚ddP 


„dd j .: 
de — +1 —y) I —21—y} T; 
28 
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Quibus valoribus substitutis transit aequatio 80 in hanc 


= a PH Yr+a tr NN 
Ut vero obtineamus aequationem ipsi $0 similem, statuamus P= 11— y»P’ ‚ unde 
dp 1 pr 
zz 7 ri" P+U-yr 
ddp en 
ya er lg" Pl + e ur 


Quibus substitutis fit pöst divisionem per (1—y)* 


o= Pad —a(y+la+5—1— yYy+yler—p)| 
ap' 
+5 1 tlea+6—1—yy—2pyilt—y) 
ee 
Hay II J) 
Determinemus p ita, ut multiplicator ipsius P’ per 1—y divisibilis evadat, 
quod fiet statuendo vel a—a vel a—=5. Valor prior mutat aequationem prae- 
cedentem in hanc 
’ \ u Ber 
= aß Ph rt), try WE 
sive 


= ay—)P—(y—(y—5+a+1)y)$ h: N I 


cui ita satisfaciendum est, ut fiat pror, y= 0, P'= 1 atque Fr — 0-0 Hinc 
autem deducitur P'= Fa, y—b,y.y) adeoque habetur 


(91) Fla, 6, ya) = (1-y)’ Fla, y—5,y.y) = (1-2) Fla, y—5,y. — 


ul 
Si pro „u valorem alterum 5 adoptavissemus, prodiisset prorsus simili modo 


[92] Fa, 8, y,a) = 1—2)*F$,y—a,y. — —-) 


pr 

quae formula quoque e praecedenti per solam permutationem elementorum a, 6 
sponte sequitur. Adiumento formulae modo inventae valores serierum nostrarum 
pro valoribus negativis elementi quarti semper ad valores similium serierum pro 
valoribus positivis elementi quarti interque 0 et I sitis reducitur, quum fiat 


Fia,6,y,—ı) = (1-+2)”° Fa, y—5,y. 3) 
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48. 
Öperae pretium erit ostendere, quomodo adiumento transformationum 

82,91 omnes formulae in art. 5 collectae perfacile e solo theoremate binomiali 
deduci possint. Protinus enim inde sequuntur formulae I—IV. Formu- 
lae VI—IX hinc sponte sequuntur, si e” spectatur tamquam limes potestatis 
(1+#) vel (1— 2" atque logx tamquam limes ipsius i(x —1), erescente i 
in infinitum. Porro ex 

cosnp + y—1.sinnp — (cosp + y—1.sing)” 

cosnp — y—1.sinny = (cos p—y—1.sing)” 
sequitur per subtractionem et additionem formula XVII et XXII atque hinc 
per formulam 82 statim XIX et XXIII; hinc rursus per formulam 91 deducun- 
tur XVI, XVII, XX et XXI Statuendo £ pro nt atque  infinitum ex XVI et 
XX sequuntur XI-et XII; statuendo vero » infinite parvum ex XVI—XVII 
sequuntur XIII—XV. 


49. 
Ex substitutione x = 7 simili modo evadit 
= ad PH tw 
Statuendo dein P=y*P', fit 
l. 0=Pfab—pla+5—1)+ulYy—2y+ (ee —p) (1 y)) 
7, la +5 1-99 2R(1-y))y 


Ut multiplicator ipsius P’ per y divisibilis evadat, statui debet vel p=.« vel 
pe = 5b; valor prior produeit ‘ 
1. 0= Paty-a-1)- I - a2) HN 
cuius integrale particulare fit 
P' = Fia, a+1—y, a-+1—B5,y) 
283 . 
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Satisfit igitur aequationi I per integrale particulare 
P=y’Fi, a+1—y, a+1—6, y) 
et perinde valor alter p = 6 suppeditat alterum integrale particulare 
P = y'F(6, 6-+1—y, 6-+1—a, y) 
unde integrale completum habetur 
P = Ay’Fla, a-H1—y,a-+1—6, y)+ By’ F(6, 641—y,6-H1—a, y) 


designantibus A, B constantes, quae vero non sunt arbitrariae sed penitus de- 
terminatae, quum P non sit integrale completum aequationis 80, sed particu- 
lare tantum. At ne determinatio valorum constantium A, B in ambages inuti- 
les nos deducat, eandem aequationem alio modo per ea, quae iam evolvimus, de- 
ducemus. 

Statuendo in aequatione 91 — -— = I—z, mutandoque in aequat. 86 
Bin y—d, y in a+1-—6, rin z, colligetur 
_ At -)fI6—a-—1) 
— Ida) 


Ny—1Tfa—6-1) 6 2 u 
tm Fly, 51a, 


(1—2)’F(a,d,y, x) Fa, y—b,a+1—Bb, 2) 





Sed per aequatt. 91, 92 





Fila, y—b,a-+1— 6, 2) = (1— 2)” Fila, a+1—y, a+1—6,— —) 


F(6, y—a,65+1—a, 2) = (1-2) F(6, 6-41 —y,85-+1—a, ——) 


Ii—% 


: oa f 1 
His substitutis, neenon z2= — , I—z = — -—, —Z_— 1, habemus 
1i—x iz Ed 1 z 


Ne—ı)liß—a—ı), Aa 
93 Fiad.yaJ)= nl) Fla,a-1—ya+1—6, -) 


Mr) Ma 61 , 
Fran FB, 6+I—y,6+1—a, }) 





quae convenit cum aequatione supra inventa, si statuatur 
_—_ Nf=y)llßg—a-—1) a 
Ai= eat 


_. Nar—1)llfa—6-ı) 5 
B= ey N) 
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ubi notandum, esse 


(1) = wsakr + y—1.sinakr 
1) = cosökr + y—1.sindkr 


designante A indefinite integrum imparem quemcunque. 


50. 

Per aequationem 93 valor functionis nostrae pro valoribus elementi quarti 
unitate maioribus ad casum eum reducitur, ubi elementum quartum unitate mi- 
nus est. Simul patet, valoribus elementi quarti negativis, unitate maioribus, 
semper unum valorem realem functionis F' respondere, positivis vero tunc tan- 
tum respondere posse valorem realem functionis, si a et 6 sint vel integri vel 
fractiones rationales, quarum denominatores sint impares; in casibus reliquis 
F(a,5, y, x) pro valore positivo ipsius z unitate maiore tantummodo valores ima- 


ginarios admittit. 


51, 
Relationes inter plures functiones F hactenus evolutae omnes lineares fue- 
runt: adiicimus aliam diversi generis. Sit 
P=Fla,6,y.®) 
Q=«aTFla-1—y 541—y,2—y. rn) 
R= Ffa, 6, a+65-+1—y, 1— re) 


itaut P, Q. R sint tria integralia particularia aequationis 80, sive sit 





18 0= ab P—(y—(a+5-H1) ar — (2er?) Er 

n. = Qatar 

IM. 0 = adR—(Y—-(a+5+1))E (rn) 

Multiplicando aequationem primam per Q, secundam per P, fit subtrahende 
= (Y—(a+5-+1)2) WFHI L@— a) EEE 


Haec vero aequatio per z=’"'(1—2)”*”T multiplicata integrabilis evadit atque 
suppeditat 
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[94] A= al are 
dz 


Prorsus simili modo habetur 


[95] . B= at tr MoZaiR 


E43 


(96) C= arı —aptstiRdR— Par 


T 


Constantes A, B, C facile determinantur per methodum sequentem. 


Pro ==, ft P=1; porro MQ= aFla+1—y,5+1—y, 2—y. 2) 


fit=0 pr == 0; ipsius differentiale autem per dr divisum, puta 
dQ 


yarQa+ a fit =1; hine colligitur — = I—y pro z= 0, adeoque 
A=y—I 
Ut vero etiam B et C determinemus, resumamus aequationem 
R= fa 8,1) P+fa+1—r,85+4+1-1.2—1Q 
quae differentiata dat 
Zefa yEHtfaHi—r 641-7. 2-7, 
Multiplicando primam per Te. secundam per @, fit subtrahendo 


QdäR—RdQ __ az P4Q 
de = fla 6,7 “dr 


. n a+6—) Ilı— 
B= (1—y)fla, d,;) = reale ” 


adeoque 











Similiter multiplicata aequatione priore per =. posteriore per P, subtractio dat 





Zur BE RO BE SE NE RE Bir= 239 


adeoque 


Da + YVliG— 
= N fla+1—,5+41—-y2—-J = nn er 


Si magis placet, hae tres aequationes etiam ita exhiberi possunt, ut functio- 
. d | . i j 
= derivatae n . as, = per functiones finitas exprimantur; ita e. g. fit for- 
mula 96, 
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[97] - F(e, 6 a+5-+1—y, 1-2) Fa+1, 6-41, y-+1, 2) 
+ Fla+1,65+1,a+5-+2—y, 1—2)F(a, 6, y, «) 
— Ma a PET? je 
52. 
Denotando funetionem F(—a, —65, 1—y, x) per $, erit 


= ad8S—(1—7+(a+5—1)2) (22) 


Combinata hac aequatione cum I art. praec. fit 





— SdP+Püs dP ds dSddP+4Pdds 
zul une u ls UF al nt 


quae est integrabilis atque suppeditat 
Const. — adPSs—(v— 19.5 


Valor quantitatis constantis sponte demanat — ab ex 2 = 0. Si formam fini- 
tam mavis, habes 
(98! Fla,6, y,a\F(—a, —6, 1—y,z) 


X -(@- 22) Fat, 541, 741,2) Fila, 1-8, 2—,2)= 1 


Transformando hic singulas quatuor functiones secundum formulam 82 ac 
dein scribendo 7—a, y—b5 pro a,5, habebis 
[99] SEE d, 1,2) Fii—a, 1—6, 1—y, 2) 

- T—Pz2 Fa, 6, y+1,2)Fi—a, 1-8, 2—y,D)=1 
Quaedam theoremata specialia. 
53. 

Relationes omnes quas hactenus eruimus eatenus sunt generalissimae, quod 
elementa «a, d, y nullis circumscribuntur conditionibus. Praeterea autem plures 
alias invenimus, quae conditiones speciales inter elementa «, d,y supponunt: 
multo vero plures sine dubio adhuc latent, easque ipsas quas hic trademus for- 
tasse ex altioribus principiis derivare in posterum licebit. 
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N imoi — „IV 
Statuamus primo in aequ. 80, = arm unde 
a top) 
de =dy. (+ 
adeoque 

dP __dP (i+y) 
ds 7 dy alı-y) 
dadP__ „ap (ty) , daP RBonüa+p'd 
de  dy Gt 2(1— y)* r 





ddP__ddP (i+y) RB et tl 
de’ dyt "aslı—y)? su—y)? dy 





Hinc fit aequatio illa 


0—=abdP 
1+ dp 
TE TE Se EZ nee 


_d4r yurs! _a—nltn) dp 
dy’ ‘ ı(1-y) dy 





sive 
0 — dab(1—y)P 
—a+ ga +5 Hy 2yl2 -yıHN))i, 
-yyNtNr 
0 = 4abli—y)P ’ 
+ lat Hr Du), 
4 
Statuendo P— (1+y)”@, hinc dedueitur 
I. 0 — 2a(2d—y+[2a+i1—7)y)Q 
(48-2 y +0 2) 
u u I 
lam supponendo esse & = a+4, haec aequatio induit formam sequentem 
0 = 2ala-+i—)Q 
tar) 
1-4) 
cuius integrale est 


Q = F(2a, 2a+1—y,7,9y) 
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ita ut resultet 


2a DR — PM’ ıY 
urn" Flaa 2a N)=Flaa+4.1,,7p) 


[100] 


54, 
Si loco relationis 6 = a-+4, hanc adoptamus 7 — 26, aequatio I art 


praee. fit 
0 = 2a[2a+1— 26)yQ 
Sn, 


ty), 
lam statuendo yy =, fit 
d@ dR 
Y — 
ne BE IER adeoque 





zum 4yy dz dz 





dy” 

0=ela++—6)Q 
—(6+4—(2a+4—6)2)%2 
— (2) 2 





euius integrale quum sit 


Q= Fla,a++—6,6+4,2) 


habemus 
(to1] rg)" Fla,a+3—6,6+ 4.99) = Fila, 6, 26, In) 
3». 
Statuamus secundo 2 = 4y—4yy, unde 
dr = 4dyil—2y) 
ap ap ' 
da — dy alımay) 
ddP ddp 1 ı 
de — dy® eat s(1—2y 





unde aequatio $0 fit 
29 
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0—=4abP £ 
pP 
ee ee DT orer 
SINE 


Ut in membro secundo fractionem auferre liceat, statuere oportet y= a+tb-+4. 
unde prodibit 


v— 4a6bP 
—(a+6+4— (2a + 2641) y)5, 
ya) 


cuius integrale est 
P = F{2a, 26,a-+6+4,y) 
unde habemus 
[102] Fla,6,a+6-+4,1y—4yy) = F(2a, 26, a+6-+4,y) 
Si in hac aequatione y mutaremus in 1—y, prodiret inde 
Fla,6,a+6-+-4, 4y—4yy) = Fi2a, 26, a+6+4,1—y) 

unde sequi videtur paradoxon 

| F(2a, 26, a+6-+4.y) = Fi2a, 26, at6-+4,1—y) 


quae aequatio certo est falsa. Quod ut solvamus, meminisse oportet, quod probe 
distinguendum est inter duas significationes characteristicne F\ quatenus scilicet 
vel repraesentat functionem, cuius indoles exprimitur per aequationem differen- 
tialem 80, vel solamı summam seriei infinitae, Posterior, quamdiu elementum 
quartum inter —! et +1 situm est, semper exhibet quantitatem ex asse de- 
terminatam, sed cavendum est, ne hos limites excedas, quum alioquin nulla pror- 
sus significatio supersit. Prior vero significatio repraesentat functionem genera- 
lem, quae quidem secundum legem continuitatis semper mutatur, si elementum 
quartum fluxu continuo mutatur, sive ipsi valores reales sive imaginarios tribuas, 
si modo semper valores 0 et 1 evites. Hinc patet, in posteriori sensu functionem 
pro aequalibus elementi quarti valoribus /transitu seu potius reditu per quantita- 
tes imaginarias facto) valores inaequales adipisci posse, e quibus is quem series F 
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repraesentat unicus tantum est, adeoque neutiquam est contradictorium, quod, 
dum aliquis valor functionis Fia,6.a+6-+4, 4y—4yy) est aequalis ipsi 
F(2a, 26, a+6-+-4,y), alius valorfit — F(2a, 26,a4+6+-4, 1—y) foretque aeque 
absurdum, hinc aequalitatem horum valorum concludere, ac si ex Arc. sin4 —= 30°, 
Arc.sin$ = 150° concluderes 30° — 150°. — Si vero characteristicam F acci- 
pimus in significatione minus generali, scilicet, ut tantummodo repraesentet sum- 
man seriei F\, ratiocinia ea, per quae aequationem 102 eruimus, necessario suppo- 
nunt, Y tantummodo eousque a valore 0 crescere, donec evaserit 2 —1,i.e. usque ad 
y=4+. In hoc ipso puncto autem continuitas seriei P— Fla,6,a+6-+-4,4y — Ayy) 
interrumperetur, quum manifesto ie e valore positivo (finito) subito ad negati- 
vum saliat. Itaque in hac significatione aequatio 102 extensionem ultra limites 
y=3$—y4 usquead y=}+ non patitur. Si mavis, eandem aequationem ita 
quoque exhibere potes 








(103) Fla,6,a+6+4.2)—= Fi2a. 26, a+6-+4, Ur 
sive ita 
[104] F(a, 6, a+6+4, 1— 2) = F(2a, 26, a+6+4, 17) 
unde tamquam corollarium sequitur (formula 48) 
(105) F(2a, 26, a+s+.9= He) 

— Ma +5—HVr 


Cr Tr? 
56. 
Ex applicatione formulae 87 ad aequationem 104 sequitur 


1106] F(2a, 26, a+6-+4, =) = AFla6,,2)+Byz.Fa+46+4.4.2) 
unde patet, seriem 

Fi2a 26, a+6+4, — 
exhiberi posse per seriem 
6 


A+Bt+AT 





6 . +6, 
u Br aseht tätig. ete, 





statuendo brevitatis caussa 
29 * 
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_ Ma+6— 1-4) _ Aa+6— 1-9 
4i= Na-pie-n ' B= "Tanne 


Hinc colligere licet, esse 


[107] Fi te) AFla,6, 4, 2)— Bye.Fla+y6+4.4,2) 





Quodsi cui haec conclusio haud satis legitima videatur, (quam tamen extra 
omne dubium collocare haud difficile foret) ad eandem aequationem sequenti modo 
pervenire possemus. Ex aequatione 87 fit 
F(2a, 26,a+6-+4, tra, —= CF(2a, 26, a+6+4, ee) 

+ DZ Fi 20, 1— 26,4 a— 6,1) 








statuendo brevitatis caussa 
ce ferien) 7 Neripikrig 


— fa Hß—a—H Tees -ı)lfa6<1) 





Ex aequatione 104 autem facile dedueitur 


PTR 1—26,3—a—$, Zur F4—a4—6b,43—a—6, 1— 2) 
= EF4—a4 6, 4,0) + G@yx.F(1—a, 1—6,}. 2) 


statuendo brevitatis caussa 


Rz Tg—a—hT(—4) Fe ER N4—a.—8)11{—}) 


Test’ I 14-8) 





Hinc rursus sequitur per aequationem 82 





Fil— 2a, 126,4 —a—6, 1°) 
—= Ei— tl 6,42) +Gyx. FERRARI 6+4,}. 2) 
His substitutis colligitur statuendo 
AC+DEPF+F_M, BC+DEMHFH_.N 
F(20, 26,0+644,'4/°) = MF(a,6,4,2)+Nyz.Fla+4,644. 4,2) 


euius forma convenit cum aequatione 107. Jam possemus quidem e sola natura 
functionis [I derivare M= 4A, N—= —B, quum per aequ.55, 56 facile demon- 
stretur, esse 


N ola—t)n DEM 2sinarsinbr Dayamiı 2c008arcos6r 


cos(a+6) x’ 7 eosla+firr ° DB —Tgos(a + f)r 
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sed hoc labore ne opus quidem est. Patet enim, statuendo 2 = 0, fieri debere 


M = F(2a, 26,0 +6+1,)= A 


differentiando vero illam aequationem prodit 
! ır, 
x Fe Fi2a-H1,26+1,a+6-+4, 


= 2a6M F(a-H,6-+1,4,2) 
+3(a+4)(6+4)Nyz. Flat, 644, 5,0)+4N0’ Fa+4,6+4, 3, @) 


unde statuendo z = 0 prodit 
ab 
N= tr Flaa-1, 264+1,a+6-+43, 4) 
206 M2+6+H) 1-4) 
.r6+, Tale 
— Ma+s-M-9) ___B 
— Ma-ı)-ı) 














7. 
E combinatione aequationum 106, 107 habemus itaque 


(108) 2AFla,6, 4,2) 
= F(2a, 26,a+6+4, + F(2a, 26,0 +64+4; 3%) 


1109) 2Byz.Fa+y,6+4+. 42) 
= F(2a, 26, a+6-+4, Ye) — Fi2a, 26,a+6+4, tue, 


Mutando in aequatione 109 aina—4, 6in6—4, facile videbis, inde prodire 





(110) hl 4ye. Fila, 6, }, 4 
— Fi2a—1, 26—1,a+6—1, r 


= Fi2a—1,26—1,a+6— 





BEMERKUNGEN. 


In der Handschrift bildet die Determinatio seriei nostrae per aequationem differentialem ete, den zwei- 
ten Theil einer Abhandlung, die den Titel führt, ‘Disqgwisitiones generales circa functiones a serie infinita 
1+ . z+ etc. pendentes auclore CanoLo Fureuzuıco Gavss socielati regiae traditae Nov. 1811." Der erste 
Theil ist nach einer weitern Ausführung der Einzelheiten in die 1612 Jan. 30 veröffentlichte bekannte Ab- 
handlung übergegangen. Dabei sind aus 27 Artikel 37 geworden, und die 65 numerirten Gleichungen bis 
zu 79 vermehrt. An jene schliessen sich die Nummern der Artikel und Gleichungen des zweiten Theils in 
der Handschrift an, zur Bequemlichkeit des Lesers hat man sie aber nach denen der veröffentlichten Ab- 
handlung sich fortsetzen lassen und auch auf diese die vorkommenden Citate bezogen. 

Das Handexemplar der gedruckten Abhandlung Disgw. gen. circa seriem etc. enthält zu Art.2s die 
Aufzeichnung 

+ rn 
Die beste Definition von II ist dass Ilm = fett# ot dr 
ferner die Gleichung 5s auch noch in dieser Form = 


[ss] logllz = (e+4)loge—e+4log2e +4. 4 P +44 Q +1 R + 5 + etc. 


die unmittelbar aus 61, #2 und 57 abgeleitet werden kann. 

In einem Notizbuche ist mit Hülfe der Gleichung 5s unter der Evıxw'schen Form der Werth von 
logll{10+i) und daraus der von log li zu ,17179075— 17°10’57" 6937 und Ile = + u,4080116—0, 1544 4n87 
berechnet (nach dem Jahre 1817). 

Der Art.4s ist hier so wiedergegeben, wie er nach vielfachen Durchstreichungen von Worten und 
ganzen Sätzen in der Handschrift gelesen werden muss; nach Absicht des Verfassers dürften aber wohl 
noch die Worte ‘- solo theoremate binomial fortzulassen sein. 

SCHERISG, 


ANZEIGEN. 


Göttingische gelehrte Anzeigen. 1515 Juli 1. 


Der Königl. Societät ist durch Hrn. Prof. Gauss eine handschriftliche Ab- 
handlung des Hrn. Prof. Prarr in Halle vorgelegt, überschrieben: 


Methodus generalis, aequationes differentiarum partialium, nec non aequationes 
differentiales vulgares, utrasque primi ordinis, inter quotcungue variabiles, 
complete integrandi. 


Die Lehre von den partiellen Differentialgleichungen des ersten Grades ver- 
dankt bekanntlich Laaranae zwei wichtige Erweiterungen, nemlich die allgemeine 
Integration derselben, wenn sie entweder, bei einer beliebigen Anzahl veränder- 
licher Grössen, die partiellen Differentialquotienten bloss linearisch enthalten, 
oder ohne Einschränkung in Rücksicht der Form, wenn der veränderlichen 
Grössen nur drei sind, Ueber diese beiden Fälle war man eigentlich bisher noch 
nicht hinausgegangen, und das von Lasraxge bei den partiellen Differentialglei- ' 
chungen dreier veränderlicher Grössen angewandte Verfahren würde bei einer 
grössern Anzahl besondere Schwierigkeiten haben. Wir haben es daher als eine 
merkwürdige Bereicherung der Integralrechnung anzusehen, dass es dem scharf- 
sinnigen Verfasser der vorliegenden Abhandlung gelungen ist, die allgemeine In- 
tegration der partiellen Differentialgleichungen des ersten Grades für jede Anzahl 
von veränderlichen Grössen zu finden. Er hat bei dieser Untersuchung einen ei- 
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genthümlichen Weg gewählt, und sie an einen andern nicht weniger interessan- 
ten Zweig der Integralrechnung angeknüpft, nemlich an die Lehre von den ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen (des ersten Grades) zwischen mehr als zwei 
veränderlichen Grössen, deren wahre Natur bekanntlich erst Moxae uns kennen 
gelehrt hat, obwohl die Integration derselben von diesem Geometer nur für die 
einfachsten Fälle vollendet ist. Von dieser Gattung von Differentialgleichungen 
giebt Hr. Prarr die allgemeine Integration, und die der partiellen Differential- 
gleichungen erscheint dann nur als ein besonderer Fall von jener. Bei diesen 
Untersuchungen wird die allgemeine Integration der Differentialgleichungen von 
jedem Grade zwischen zwei veränderlichen Grössen vorausgesetzt, welches ganz 
in der Ordnung ist, eben so wie man in den höhern Theilen der Mathematik die 
allgemeine Auflösung der algebraischen Gleichungen postulirt. 

Wir glauben den Freunden der höhern Mathematik einen angenehmen 
Dienst zu erweisen, wenn wir sie durch gegenwärtige Anzeige in den Besitz die- 
ser schönen Erweiterung der Integralrechnung setzen. Freilich würde ein Aus- 
zug aus der 144 (Juartseiten starken Abhandlung, in welchem wir dem Verfasser 
Schritt für Schritt folgen und nichts Wesentliches übergehen wollten, die Gren- 
zen des uns vergönnten Raumes weit überschreiten. Wir wollen daher versuchen, 
indem wir uns bloss an die Sache halten, in einer etwas veränderten Darstellung 
das Wesentliche so herauszuheben, dass Kenner sich dasselbe vollkommen an- 
eignen können. 

Als die Hauptoperation des ganzen Geschäfts muss angesehen werden die 
Reduction eines Differentialausdrucks 


Q—=pdz+pdr+p’dz’+ etc. +peDazt-") 


wo jeder der Coöfficienten p, p, p" u.s.w. Function der veränderlichen Grössen 
x,x, 2" u.s.w. ist auf die Form 


2 =igdy+gdy+g’dy’+ ete. + ger?) d yet 


so dass A,y,y', y"u.s.f. Functionen von z, z', z’u. s. w. seien, hingegen g,g', q’u.s.f. 
Functionen von y, y', y"u.s.w., und dass die Anzahl der letztern veränderlichen 
Grössen um eine kleiner sei, als die Anzahl der veränderlichen Grössen z, z', z’u.s.f. 

Diese Verwandlung, welche wir Kürze halber mit (TI) bezeichnen wollen, 
beschränkt sich auf den Fall, wo » eine gerade Zahl ist; wir werden weiter un- 
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ten entwickeln, wie sie ausgeführt werden müsse, und sie, um die Uebersicht 
nicht zu stören, hier einstweilen voraussetzen. 

In dem Fall, wo n eine ungerade Zahl ist, würde die Verwandlung I nur 
unter speciellen Bedingungen zwischen den Coäfficienten p, p', p"... möglich 
sein; allgemein aber lässt sich in diesem Falle @ auf die Form 


prdz+Ngdy+gdy+g’dy'+ ete. +" Nayr9) 


bringen. Man sche nemlich einstweilen z in @ als constant an, und verwandle 
unter dieser Voraussetzung nach /T) 


pdz+p’dz’+p"de”+ etc. +) de 
wo nunmehr die Anzahl der veränderlichen Grössen =, 2", 2”... gerade sein 
wird, in 
Mgdy+gdy+g’dy"+ etc. +g"Payl 9) = ıQ' 
Hier werden also g, g’, g’u.s.w. Functionen von y, y', y'u.s.w. sein, diese hin- 
gegen, eben so wie A, Functionen von z, =, =", x”...., von welchen Grössen 


jedoch die erste z als constant behandelt werden muss, um aus der Entwicke- 
lung von AQ'’ 


paxz+pdz'+p"dz”+ etc. 


zu erhalten. Das Glied, welches noch hinzukommt, wenn bei jener Entwicklung 
auch x als veränderlich betrachtet wird, 


= (99 + +7. Y + etc.) Ad 
Man hat daher, um die obige Form zu erhalten, nur 
ph +++ etc) 
zu setzen. Diese Verwandlung von © in p'dz-+AQ’, welche auf ungerade Wer- 


the von n beschränkt ist, wollen wir ınit II bezeichnen. Offenbar kann dieselbe 
Reduction abermals auf 9’ angewandt und 
2m gdy+kirde+rdz + r"dz"+ etc. + Kr) ge) 
— g’dy-+-ıXQ"” 
30 
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gesetzt werden, und so abermals "= r’dz-HX’Q” bis man zuletzt auf einen 
Ausdruck kommt, der bloss Eine veränderliche Grösse enthält. Dadurch ist also 
2 auf die Form 


pdaz-+ig’dy—+INr’dz-+ ete. 
gebracht, oder auf die Form 
Pdr+Qdy+ Rdz-+ etc. 


wo die Anzahl der veränderlichen Grössen x, y. z u.s.w.—= #({n—+1), und wodie 
sämmtlichen » Grössen y,zu.s.w. P, Q, Ru.s.w. Functionen von z,z', z’u.s. w. 
sein werden. Diess Reductionsverfahren mag durch III bezeichnet werden. 

Wendet man diess Verfahren III in dem Fall, wo ursprünglich eine gerade 
Anzahl veränderlicher Grössen vorgegeben war, auf den durch die Reduction I 
erhaltenen Ausdruck 


gdy+gdy+g’dy'+ etc. 
an, so kommt dadurch 


2 — pdze+pdr+p’dz’+ ete. +p"Naz) in die Form 
Qdy-+ Rdz-+ etc. 


so dass die Anzahl der veränderlichen Grössen y, z u.s.w. = $n wird, und alle 
n Grössen Q, Ru.s.f. y‚,zu.s.f. Functionen von - x, x, x” u.s. w. werden. 
Diese Reduction werde mit IV bezeichnet. 

Diese allgemeine Transformabilität der Differentialausdrücke nach III und 
IV ist ein eben so neuer als merkwürdiger Lehrsatz, der sich zwar in der Ab- 
handlung des Hrn Prarr nicht ausdrücklich ausgesprochen findet, aber sich leicht 
aus den dortigen Untersuchungen folgern lässt. 

Es lassen sich nun daraus die Auflösungen der im Eingange dieser Anzeige 
erwähnten Aufgaben mit Leichtigkeit ableiten. 


1) Um die Differentialgleichung 


o— pdr+pdr+p’de’+ etc. 
ov—® 


oder 


| 
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zu integriren, wo p,p', p"u.s.w. gegebne Functionen der » veränderlichen 
Grössen z, z', z’u.s.w. sind, wird man, wenn n gerade ist nach IV 


2 = Qdy—+ Rdz + Sdu+ etc. 


machen, wo @Q,y. R, x, S,u u.s.w. zusammen n gegebne Functionen von z,2',x” 
sein werden. Die Differentialgleichung 


0—= Qdy+ Rd: +Sdu-+ etc. 


wird also der vorgegebnen gleichgeltend und ihre allgemeinste Integration in fol- 
gendem System von +n Gleichungen enthalten sein: 


1 d ölirn. d len. d ler. 
0 = gly, 2, wetc.). et er “::) 2 ete. 


wo 9 eine willkürliche Function vorstellt, und die Differentialquotienten, wie 
sich von selbst versteht, partielle sind. In so fern vermittelst der Gleichung 
0 = gly,z,u etc.) die Grösse y sich durch die übrigen bestimmen lässt, kann 
man die Auflösung auch durch folgende Gleichungen darstellen: 








nt 
Genau genommen wäre indessen diese Auflösung weniger allgemein, da die will- 
kürliche Function p[(y,2,«....) auch solche unter sich begreift, in welchen y 
nicht mit vorkommt. 


2) Zur Integration derselben Differentialgleichung in dem Falle, wo » un- 
gerade ist, wird man @ nach III in folgende Form setzen 


2 = Pde+Qdy+ Rdz-+ etc. 


wo P,Q,y, R,zu.s.w. zusammen n gegebne Functionen von z, =, z’u.s.w. 
sein werden. Die allgemeinste Integration der Differentialgleichung 2 = 0 be- 
ruhet dann auf folgendem System von #{n+1) Gleichungen: 





m. ” ı deisye...) _ 1 deiamz.) _ 1 dein, 2...) 2 , 
= plr,y,2...): pP’ ds Q' 5 dv m d: = etc. 


30* 
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3) Die allgemeine Integration einer gegebnen partiellen Differentialgleichung 
des ersten Grades, d.i. einer endlichen Gleichung zwischen den partiellen Diffe- 
rentialquotienten 


dz 0 de ” ds em 


wer =» je =". u.s.f. 


und z, 2, 2’, z"u.s.w. (wo z eine erst zu bestimmende Function der m ver- 
änderlichen Grössen z', x”, z”u.s.w. vorstellt) ist nichts anders. als die allge- 
meine Integration der gewöhnlichen Differentialgleichung 


v— —de+pdr+p’de’+p"de”+ ete. 


Da nemlich vermöge jener endlichen Gleichung eine der Grössen p', p", p"u.s. w. 
z.B. p’ als Function der übrigen p", p”u.s.w. und z, =, =”, 2" u.8. w. darge- 
stellt werden kann, so ist die eben angegebne Differentialgleichung als eine zwi- 
schen den 2m veränderlichen Grössen z, z', z’u.s.w. p", p"u.s.w. zu betrach- 
ten, in welcher die Differentiale dp”, dp”u.s.w. mit dem Co£fficienten 0 be- 


haftet sind, Um also die Integration auszuführen, wird man den Differential- 
ausdruck 


—dr+pdr+ p’de+p"dz”+ ete. 
auf die Form 


Qdy—+ Rdz + Sdu- etc. 


bringen, wo die 2m Grössen Q, y, R. z, S, u u.s.w. bekannte Functionen von 
x, 0, ®"....p",p”.... sein werden. Die Integration ist sodann in demselben 
System von Gleichungen wie oben (1) enthalten, und wenn man sich aus ihnen 
p", p" u.s. w. eliminirt denkt, bleibt Eine endliche Gleichung zwischen z,=', 2’. x” 
etc. zurück. Die wirkliche Elimination kann freilich nur ausgeführt werden, in so 
fern für $ bestimmte Functionen angenommen werden; allein dieser Umstand be- 
ruhet auf der Natur des Problems und nicht auf der Unvollkommenheit der Ana- 
lyse, welche, so lange sie beim Allgemeinen stehen bleibt, die Auflösung nur in 
jener Form geben kaun. 

Uebrigens sieht man von selbst, dass auf ähnliche Art die Integration meh- 
rerer neben einander bestehender partieller Differentialgleichungen in unsrer Ge- 
walt ist. 


Es bleibt uns jetzt nichts weiter übrig, als nur noch eine allgemeine Me- 


PFAFF. METHODUS GENERALIS AEQUATIONES DIFFERENTIARUM ETC. 257 


thode für die oben mit {I} bezeichnete Transformation anzugeben. Was für 
Functionen von z, x, x’ u.s. w. auch immer für y, y',y’u.s.w. angenominen 
werden, so ist klar, dass, wenigstens allgemein zu reden, durch Elimination die 
Grössen =, z”, €” u.s.w. sich als Functionen von x, y, y, y'u.s.w. werden dar- 
stellen lassen, deren Differentiation n—1 Gleichungen hervorbringen wird: 


de = Zdr +ady +Hdy—+ydy"—+ etc. 
dz’= Zdz+a'dy +4"dy—+-y'dy"-+ etc. 
de” = £"dr+a”dy+6"dy'+y"dy’+ etc. u.s.w. 


Hier sind also die Co&fficienten £', £", &"u.s.w. a’, a”, «”u.s.w. Functionen von 
z,y, y, y'u.s.w., und in dieser Beziehung werden wir ihre partiellen Differen- 
tialquotienten nach = durch Einschliessung in Klammern unterscheiden : offen- 
bar können jene Grössen auch als Functionen von x, =, 2", z"u.s.w. angesehen 
werden, in welcher Beziehung wir den tee Differentialquotienten nach z 
ohne Klammer schreiben wollen, so ug Ar I5 e wohl von n "unterschieden wer- 
den muss. Dasselbe gilt von (1£) und $ eu. s.w. Damit nun @ nach Substitu- 
tion jener Werthe von d«', d=”, d=”u. e w. die vorgeschriebene Form erhalte, 
muss offenbar erstlich dz= herausfallen, also folgende Bedingungsgleichung [1' 


Statt finden: 
M =p+pE+P + pP" + etc. 
Ferner sollen die Coöfficienten von dy, dy', dy" u.s.w. nemlich 
pa-tp'a’-+p"a”+ete. = A 
P6+p"6"-+p"6" tete. = B 
 pY tr tr” tete =, u.s.w. 


die Form Ag, kg’. Ag"u.s.w. erhalten, so dass g, g, g’u.s.w. bloss Functionen 
von y, y, y"u.s.w. werden; damit diess geschehe, müssen wir zweitens haben [2): 


dA ı ‚dB ı ‚de ı ;di 
Patrik Atrikui (j z)ete. =ı.(5) 
Nun ist aber 
d Y ’ de’ m 
a) = Eee HE) + etc. 


+ ad) +a’(dEl) Ha” isEl)+ etc. 
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Substituirt man hier 


und subtrahirt 
d ‚ dp’ v dp" 
irrt ste. 
’ d 5 " 
4 tr + ee. 
welche Gleichung entsteht, wenn man [1] nach y differentürt, so wird 


aa. (ge) + ee. 


(de) EHE GEHE GE + etc. 
) 


ap er: en Wr. wen 
dp en a' ae B+-0.3E a” En + etc. 
dy 
% _d Par e. tra" + etc., u. 8. w. 
dy . 


so wird nach diesen Substitutionen 


dA ’# „" n» m m 
(z)=katkatkat etc. 
werden , wo 


r =(10) * +(1,98”+(1,3)£”+ ete. 
= (2,0) +21) * +(23)£"+ etc. 
mm (3,0)+{3,1)8'4+13,2)6'— * + etc. 


u.s.w. wenn man Kürze halber allgemein 


dpi) dpi 
dr) dei") 








durch (p,v) bezeichnet, so dass allgemein {p, u) = 0, und („p) = — u. v) wird. 
Ferner sieht man.leicht, dass auch 


(42) = kb + K6" + KG" + etc. 
2) —ky+kf+h+ ete. 
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u.s.w. wird, und dass folglich den Gleichungen [2] werde Genüge geleistet wer- 
den, wenn 4, A”, k"u.s.w. resp. den Grössen p’. p", p"u.s.w. proportional wer- 
den. Setzt man übrigens noch 


k= * +(0,1)8°+(0,2)£'+(0,3)5”+ etc. 
so hat man die identische Gleichung 
0—k+Kko+kKE+ KT" + etc. 


aus welcher mit [1] verbunden leicht gefolgert wird, dass auch k der Grösse p 
proportional sein muss; diese letztere Proportionalität kann “die Stelle der Glei- 
chung [1} vertreten. Mit Hülfe der n—ı1 Gleichungen 


k K_K _Ke 

’„- —rrzra zum 
können nun die bisher unbekannten Functionen £', &”, &”u.s.w., deren Anzahl 
gleichfalls a—1 ist, bestimmt werden; jedoch zeigt eine nähere Betrachtung, 
dass diese Bestimmung nur für gerade Werthe von n ausführbar ist; für unge- 
rade n wird allemal, sobald die Grössen &', £", &”"u.s.w. bis auf eine eliminirt 
sind, diese von selbst herausfallen und bloss eine Bedingungsgleichung zwischen 
p, pP, p'u.s.w. übrig bleiben. In diesem Umstande liegt der Grund, warum die 
Verwandlung (I) auf gerade Werthe von n beschränkt werden muss. 

Die Bedingungen der Verwandlung I sind also jetzt darauf zurückgeführt, 
dass die partiellen Differentialquotienten (FE), (de ), Ge) u.s.w., in so fern 
&,x",2”u s.w. als Functionen von x, y, y', y"u.s.w. betrachtet werden, die jetzt 
als bekannte Functionen von z, =, z’u.s.w. dargestellten Werthe £, 2", 2” u.s. w. 
erhalten. Diess lässt sich auch so ausdrücken: In so fern y, y', y"u.s.w. als 
constant und also =’, ©”, «”u.s. w. bloss als Functionen der veränderlichen Grösse 
x betrachtet werden, muss folgenden n—1 Differentialgleichungen Genüge ge- 


leistet werden 
dr=£dr, de"=E£'de, d”"=£"de, usw. 


oder wenn man die ursprünglichen Gleichungen vorzieht, aus deren Combination 
diese eigentlich entstanden waren, folgenden: j 
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Narr. ar + .aa”+ etc, 
._ 1°) r (1,2) " 14,5) m 
=, ‚de + ir .de’+ e de” + etc 


_ 0) EN “a drter 
= .dre-+ z’ ‚de + Fi ‚de”"+ ete. 
= u.3.Ww. 


Die Integration dieser Gleichungen gehört aber in das (Giebiet der gewöhn- 
lichen Integralrechnung, und wird hier vorausgesetzt; sie wird, allgemein zu re- 
den, »—1 von einander unabhängige Constanten enthalten 7, H', H”, H"u.s. w., 
die als gegebne Funetionen von «', 2”, @”u.s,w. erscheinen. so dass man n—1 
endliche Gleichungen erhält 


H=-X, H=X, H'=X", us.w. 


wenn X, X’, X”’u.s.w. diese Functionen vorstellen. Es erhellt also aus dieser 
Analyse, dass den vorgeschriebenen Bedingungen Genüge geleistet sein wird, 
wenn man eben diese Functionen für y, y', y’u.s.w. wählt, oder 


y=X y=X, y=X" usw. 
setzt. 


Eine Bemerkung wollen wir hier noch beifügen. Wir haben mit Vorbedacht 
gesetzt, dass die Integration, allgemein zu reden, n—1 von einander unabhängige 
Constanten gebe. In speciellen Fällen nemlich, d. i. wenn die Coefficienten 
p. pP, p'u.s.w. so beschuffen sind, dass obige n—1 Differentialgleichungen nicht 
von einander unabhängig sind, sondern eine schon aus Combination der übrigen 
abgeleitet werden kann, gilt diess nicht mehr: hier wird auch die Bestimmung 
von £', 2", £”u.s.w, durch Elimination nicht mehr ausführbar sein. Dieser Fall 
müsste eigentlich als Ausnahme besonders behandelt werden; wir begnügen uns 
indessen hier um so mehr mit einer kurzen Andeutung, wie man sich dabei ver- 
halten könne, da der Verf. ihn nicht berührt hat. Man braucht nemlich an die 
Stelle der einen von obigen Differentialgleichungen, die schon in den andern ent- 
halten ist, nur irgend eine andere willkürliche in diesen noch nicht enthaltene 
linearische Gleichung zwischen dr. d«’, dx” u.s. w. zu setzen, um das vorige an- 
wenden zu können. Am bequemsten wird es immer sein, eines von diesen Diffe- 
rentialien = 0 zu setzen, oder eine von den veränderlichen Grössen x, c', 2” u.s. w. 
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als constant zu behandeln, z.B. z, wenn nicht zufällig de = 0 schon aus den 
vorhandenen Gleichungen folgt. In diesem Fall wird eine von den Integralglei- 
chungen sein 


H=x 


und wenn man y = # setzt, so lässt sich zeigen, dass in dem verwandelten Aus- 
drucke von @ allemal von selbst qg — 0 wird. 


BEMERKUNGEN ÜBER LOGARITHMENTAFELN. 


Monatliche Correspondenz, herausg. vom Freih. v. Zacn. 1802 Nor. 





2. 
Zu dem $.497 des vorigen Heftes gegebenen Verzeichniss aller Druckfeh- 
ler der Stereotype-Ausgabe der Carzer’schen logarithm. Tafeln hat Dr. Gauss die 
(Güte gehabt, noch folgende Errata anzuzeigen: 


Log. Sin. de Seconde en Seconde 4° 15’ 5" sin$.8690096 lies 8.8700096 
4 15 6 sin8.8690379 — 8.8700379 
Log. Sin. de 10 en 10 Secondes Arc21° 27' 20” lies 21° 27’ 30". 


Für 33° unten statt 59 Deg. lies 56 Deg. {nur in einigen Abdrücken). 








= Göttingische gelehrte Anzeigen. ıs1ı Mai 25. 





Logarithmische Tafeln für die Zahlen, Sinus und Tangenten, neu geordnet 
von Morırz von Prasse, ordentlichem Professor der Mathematik zu Leipzig. 80 Sei- 
ten in Octav. Leipzig. In Commission bei P. J. Besson. 

Diese Tafeln enthalten dasselbe. was die beliebten kleinen Tafeln von La- 
Lane haben, nemlich die Logarithmen aller Zahlen bis 10000, und die Logarith- 

31 


2412 ANZEIGE. 


men der Sinus und Tangenten für alle einzelnen Minuten des Quadranten; alles 
auf fünf Decimalen. Allein Hr. v. Prasse hat dieses bei einem nicht viel grössern 
Format auf den dritten Theil der Seitenzahl reducirt, indem er die bei den grössern 
Tafeln übliche Einrichtung anwandte, immer je zehn Logarithmen in Eine Zeile, 
und die ersten Ziffern nur Einmal anzusetzen, wobei aber alle Differenzen haben 
wegbleiben müssen. Es-scheint also hierdurch an Bequemlichkeit wieder verlo- 
ren zu gehen, was an Kürze gewonnen wird. Da indessen hierüber nur nach 
wirklichen Gebrauche geurtheilt werden kann, so hat Rec., der sich an die klei- 
nen Laranpe'schen Tafeln gewöhnt hat, diese eine Zeitlang bei Seite gelegt, und 
sich der vorliegenden zu bedienen versucht. Er hat gefunden, dass jene kleinen 
Unbequemlichkeiten von dem Vortheile, viel weniger blättern zu müssen, bei den 
Logarithmen der Zahlen, die hier auf 31, bei Laraxpe auf I11 Seiten stehen, 
merklich überwogen werden, und er bedient sich daher dieser neuen Tafeln gern. 
Nicht so hat er es bei den trigonometrischen Tafeln gefunden, die hier 40, bei 
LALAnDe 90 Seiten einnehmen, besonders desswegen, weil bei Hrn. v. Prasse die 
Bogen von 0 bis 90 Grad fortlaufen, und daher die Sinus und Tangenten von den 
Cosinus und Cotangenten getrenut sind. Diess ist um so beschwerlicher, da die 
Fälle so schr häufig sind, wo man z. B. von einem Bogen den Sinus und Cosinus 
zugleich nöthig hat, oder wo man, ohne den Bogen selbst zu brauchen, aus dem 
Sinus oder der Tangente den Cosinus verlangt. Hier würde er also allemal die 
Lataxpe'schen Tafeln vorziehen, und er hätte gewünscht, dass Hr. v. Prasse lie- 
ber jede Seite noch einmal in der Mitte durch eine Horizontallinie getheilt hätte, 
um jene unangenehme Trennung zu vermeiden, wobei die Zusammendrängung in 
den kleinen Raum doch hätte Statt finden können. 

Ausserdem unterscheiden sich diese Tafeln noch dadurch, dass allemal die 
letzte Ziffer eines jeden Logarithmen, wenn sie vergrössert worden ist, mit einer 
andern Schrift gesetzt ist. Hr. v. P. glaubt dadurch grössere Genauigkeit bei den 
Rechnungen befördern zu können. Allein da man doch meistens in der Ausübung 
nar mit Logarithmen zu rechnen hat, die interpolirt werden müssen, so kann 
man nicht ohne Beschwerde auf jenen Umstand Rücksicht nehmen, und so oft 
man glaubt, dass die nur auf eine halbe Einheit in der fünften Decimale zuver- 
lässigen logarithmen nicht genug genaue Resultate geben können, so thut man 
besser, grössere Tafeln mit sechs oder sieben Decimalen anzuwenden. Rec. kann 
daher diese Einrichtung, die, allgemein zu reden, allerdings die Genauigkeit der 
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Rechnung zu verdoppeln dienen kann, nicht für schr nützlich anerkennen, zumal 
da die Cursivzahlen neben den andern dem Auge unangenehm, und hin und wie- 
der nicht scharf genug sind. Sonst ist der Druck nett; nur werden diejenigen, 
die dergleichen Tafeln viel brauchen, stärkeres Papier wünschen. 





Göttingische gelehrte Anzeigen. 1511 December 15. 





Tables logarithmiques pour les nombres, les sinus et les tangentes, disposdes 
dans un nouvel ordre par M. vE Prasse, professeur des mathömatiques a Berlin (zu 
Leipzig) corrigees et precddees d'une introduction traduite de Tallemand et accom- 
pagnde de notes et d’un avertissement par M. Hausa 1814. Paris. 80 Seiten. Preis 
Ein Frank. 

Ein neuer Abdruck der geschmeidigen vox Prasse'schen Tafeln, welche wir 
in diesen Blättern [1811 Mai 25] angezeigt haben. Unser dortiges Urtheil über 
die von dem französischen Herausgeber unverändert beibehaltene Anordnung der 
Tafeln haben wir durch einen drei Jahre länger fortgesetzten Gebrauch derselben 
in allen Stücken bestätigt gefunden. In Ansehung der Schönheit des Drucks und 
Papiers scheint uns die Französische Ausgabe der Deutschen eher nachzustehen; 
doch sind mehrere Druckfehler der letztern hier berichtigt. Wenn man übrigens 
bei einem Werke dieser Art, das der verstorbene vox Prasse gewiss nicht Gewin- 
nes halber, sondern zum Dienste der Wissenschaft auf seine Kosten unternahm, 
auch nicht weiter untersuchen will, in wie fern Hr. Hırma zu einem neuen Ab- 
drucke berechtigt war, so kann man doch nicht umhin, sich zu wundern, dass 
derselbe, aus Besorgniss seinerseits wieder nachgedruckt zu werden, die einzel- 
nen Exemplare mit seinem Namenszuge bezeichnet hat, und die Nachdrucker ge- 
richtlich zu belangen droht. 
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Monatliche Correspondenz, herausg. vom Freih. v. Zacn. 1812, Nov. 


Tafel zur bequemern Berechnung des Logarithmen der Summe oder Differenz 
zweier Grössen, welche selbst nur durch ihre Logarithmen gegeben sind. Von Herrn 
Prof. Gauss. 

Je weiter sich beständig die Geschäfte der rechnenden Astronomen ausdeh- 
nen, desto wichtiger wird ihnen jede, wenn auch an sich nur kleine Erleichte- 
rung derselben. Die Monatliche Correspondenz hat sich hierin schon vielfältige 
Verdienste erworben, indem sie mancherlei Tafeln aufgenommen hat, deren klei- 
ner Umfang nicht verstattete, sie besonders herauszugeben. Ich lege daher gern 
in derselben eine kleine Tafel nieder, die freilich nicht eigentlich astronomisch 
ist, aber besonders doch den rechnenden Astronomen willkommen sein wird, und 
die etwa in Zukunft sehr zweckmässig mit einem neuen Abdruck der kleinen La 
Laxpe’schen Tafeln verbunden werden könnte. Das Geschäft, was sie erleich- 
tern soll, kommt bei astronomischen Rechnungen alle Augenblick vor; es erfor- 
dert sonst ein dreimaliges, oder wenn man eine leichte Verwandlung anwendet, 
doch nothwendig ein zweimaliges Aufschlagen in den Logarithmen- Tafeln, was 
hier auf ein einziges gebracht wird. Die Idee dazu hat Leoseruı, so viel ich weiss, 
zuerst angegeben; allein seine Meinung war, eine solche Tafel für Rechnungen 
mit 14 Decimalen zu construiren, und gerade dies kann ich nicht zweckmässig 
finden. Sie würde bei einer solchen Ausdehnung einen grossen Folioband füllen, 
ihre Berechnung würde eine ungeheuere Arbeit und Zeit erfordern, und sie würde 
fast nie von Nutzen, und immer nur von wenig Nutzen sein, da so scharfe Rech- 
nungen so selten — in der eigentlichen practischen Astronomie nie — vorkom- 
men, dass die verhältnissmässig doch nur kleine Erleichterung die Construction, 
ja nicht einmal den Ankauf einer solchen Tafel belohnen würde. Ich habe diese 
Tafel zu meinem eigenen Gebrauch für Rechnungen mit 5 Decimalen, die in der 
Ausübung die häufigsten sind, schon vor vielen Jahren construirt, und die, wenn 
auch jedesma! kleine, doch wenn sie viele Tausendmale wiederkehrt, sehr erheb- 
liche Erleichterung, hat mir die darauf gewandte Mühe bereits reichlich ersetzt. 
Es wäre zu wünschen, dass jemand sich der Arbeit unterzöge, eine ähnliche Ta- 
fel in 10 oder 100 mal so grosser Ausdehnung für Rechnungen mit 7 Decimalen zu 
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construiren, die als ein sehr schätzbares Supplement den gewöhnlichen Logarith- 
men-Tafeln beigefügt werden könnte. 

Die Einrichtung der aus drei Columnen bestehenden Tafel ist schr einfach. 
Die erste Columne A geht von 0 bis 2 durch alle 'Tausendtheile, von da bis 3,4 
durch alle Hunderttheile, und von 3,4 bis 5,0 durch alle Zehntheile; mit 5,0 
kann die Tafel für 5 Decimalen als geschlossen angesehen werden, da die zweite 
Columne für diesen und für grössere Werthe von A verschwindet, und die Zah- 
len der dritten Columne denen der ersten gleich werden. Setzt man eine Zahl 
der ersten Columne A==logm, so ist in der zweiten Columne B= log(1+ -) 
und in der dritten Columne C = log{1-+-m), so dass immer C= A+DB. Man 
kann also auch die Zahlen der drei Columnen als die doppelten Logarithmen der 
Tangenten, Cosecanten und Secanten der Winkel von 45° bis 90° betrachten. 
Die Anwendung davon ist nun folgende: 


l. Aus den Logarithmen zweier Grössen a,b den Logarithmen der Summe 
zu finden. 


Es sei loga der grössere Logarithm., man gehe mit loga—logb in die 
Columne A ein, und nehme daneben entweder aus der zweiten Columne B, oder 
aus der dritten Columne ©. Man hat dann 


log(a+b) = loga+B 
oder log(a+b) = lögb-+C 


1I. Aus den Logarithmen zweier Grössen a, b den Logarithmen der Differenz 
zu finden. 


Erstens, ist die Differenz der Logarithmen loga — log b grösser als 0,30103, 
so suche man dieselbe in C, wodurch man hat 


log(a—b) = loga— B 
oder log(a —b) = logb+A 


Zweitens, ist loga— logb kleiner als 0,30103, so suche man es in B, wo- 
durch wird 
log (a—b) = loga — C 
oder log(a—b) = logb— A 
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Es gibt daher bei jeder Aufgabe zwei Auflösungsarten ; man thut aber wohl, 
sich an eine bestimmte zu gewöhnen, um sich den Gebrauch der Tafel desto leich- 
ter mechanisch zu machen. Mir ist dies bei der jedesmal zuerst angesetzten Ma- 


nier am bequemsten gefallen. 


Beispiele: 
I. Aus loga = 0,36173 und logb = 0,23045 den Logarithmen der Summe 
zu finden, sucht man 0,13128 in A, wobei man findet 


|: SER 0,24033 REN 0,37161 
loga..... 0,36173 logb..... 0,23045 
log(a+b).. 0,60206 0,60206 


II. Aus loga = 0,89042, und logb = 0,24797 den Logarithm. der Dif- 
ferenz zu finden. Da loga —logb = 0,64245 grösser als 0,30103, so sucht 
man es in der Columne ©, woneben man findet 


Deus 0,11227 Ausser 0,53018 
loga...... 0,89042 MER 0,24797 
log(a —b).. 0,77815 0,77815 


III. Aus loga = 0,25042, logb = 0,19033 den Logarithmen der Diffe- 
renz zu finden. Hier gibt loga — logb — 0,06009 in B aufgesucht 





Dia 0,88871 7 GE 0,82362 
loga..... 0,25042 REP; 5.44. 0,19033 
log(a—b\.. 9,36171 9,36171 


Göttingische gelehrte Anzeigen. 1817 October 4. 





Abgekürzte Logarithmisch- Trigonometrische Tafeln, mit neuen Zusätzen zur 
Abkürzung und Erleichterung trigonometrischer Rechnungen, herausgegeben von Jon. 
Pasquicn, Director der Königl. Ofner Sternwarte. Leipzig. In der Weidmannschen 
Buchhandlung 1517. XXXI und 228 Seiten in Octav. (Auch mit Lateini- 
schem Titel.) 
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Kleinere logarithmische Tafeln, mit fünf Decimalen, sind bei denjenigen, 
die viel mit Zahlenrechnungen zu verkehren haben, besonders bei den Astrono- 
men, sehr beliebt, weil in der That die Fälle, wo sie ausreichen, häufig. ja die häufi- 
geren, sind, und durch ein bequemes Format und eine mässige Grösse die Arbeit 
sehr erleichtert wird. Die kleinen netten Laranpe’schen und die Prasse'schen 
Tafeln sind in Jedermanns Händen; bei letztern ist das Zusammendrängen in ei- 
nen kleinen Raum so weit wie möglich getrieben, zum Theil aber allerdings auf 
Kosten der Bequemlichkeit. Die Herausgabe der vorliegenden auch nur auf fünf 
Stellen gehenden Tafeln ist, wie in der Vorrede berichtet wird, durch den von 
Gauss in der monatlichen Correspondenz 1812 geäusserten Wunsch veranlasst, 
dass die daselbst zuerst abgedruckte Tafel zur bequemen Berechnung der Loga- 
rithmen der Summen und Differenzen einer neuen Ausgabe der Laranpe'schen Ta- 
feln einverleibt werden möchte. Der neue Abdruck dieser Hülfstafel in gegen- 
wärtiger Sammlung wird denjenigen angenehm sein, denen der erste Abdruck 
nicht zu Gebote stand, oder denen der Gebrauch derselben in der M. C. zu be- 
schwerlich war. Ausserdem zeichnet sich diese Sammlung noch durch eine neue 
von Hrn. Pasqric# berechnete den trigonometrischen Tafeln beigefügte Hülfsta- 
fel aus, deren wir unten mit mehrern erwähnen werden. 

Die Logarithmen der Zahlen gehen, wie bei LaLanne und von Prasse bis 
10000, und sind, so wie bei jenen, hier in ihrer natürlichen Ordnung gedruckt. 
Doch vermisst man ungern ein Paar Erleichterungsmittel, welche bei den Latax- 
pe’schen Tafeln Statt finden; es sind nemlich theils die Differenzen nicht beige- 
fügt, theils die untersten Logarithmen jeder Spalte oben in der nächstfolgenden 
nicht wiederholt. In den Prasse'schen Tafeln findet man zwar diese Bequemlich- 
keit auch nicht, allein dort werden sie durch den kleinen Raum der Tafel mehr 
als ersetzt, da jene auf 24 Seiten eben dasselbe liefern, was bei Pasquicn auf 56 
Seiten eines beträchtlich grössern Formats steht. Dies scheinen zwar nur Klei- 
nigkeiten, und sie sind es auch für alle, die nur dann und wann einmal Loga- 
rithmen aufzuschlagen haben, aber nicht für solche, die Logarithmen-Tafeln be- 
ständig zur Hand haben müssen. 

In den trigonometrischen Tafeln enthält immer jede Seite zur linken die 
Logarithmen der Sinus, Cosinus, Tangenten und Cotangenten, und zwar so, 
dass je drei Seiten zwei Grade fassen. Diese Einrichtung, welche durch das ge- 
wählte Format und die Schrift herbeigeführt wurde, scheint uns etwas unbequem; 
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wir hätten entweder ein kleineres Format, immer mit einem halben Grad auf der 
Seite, oder ein etwas weniges längeres mit kleinerer Schrift, so dass ein ganzer 
Grad auf die Seite gekommen wäre (wie in Smervoss Tafeln) vorgezogen. Von die- 
sen Logarithmen sind immer nur die vier, drei oder zwei letzten Ziffern, so lange 
die vorgehenden ungeändert bleiben, abgedruckt, wodurch dem Copiisten, dem 
Setzer und dem Corrector die Arbeit erleichtert wurde, und die "Tafeln ein rein- 
licheres Ansehen erhalten: dem ungeachtet können wir diese Einrichtung bei 
Tafeln, die zum täglichen Gebrauch bestimmt sind, nicht unbedingt billigen, da 
das Auge immer die, wenn auch nur kleine, Mühe hat, in der Columne erst in 
die Höhe zu gehen, und die übrigen Ziffern zu finden. Die Differenzen der Lo- 
garithmen findet man hier sogleich mit 60 dividirt; eine Einrichtung, welche auch 
in einigen andern "Tafeln gewählt ist, in der Absicht, das Interpoliren zu erleich- 
tern. Ob diese Erleichterung wirklich Statt findet, oder nicht, wird von der Ge- 
wöhnung des Rechners abhängen. Rec. findet in dieser Beziehung die Lataxne- 
schen Tafeln, wo die ganzen Differenzen angesetzt sind, wenigstens nicht unbe- 
quemer. Bei der Kleinheit der Zahlen, mit denen zu operiren ist, macht ein 
etwas geübter Rechner die zum Behuf des Interpolirens nöthigen Operationen 
leicht im Kopfe, und findet fast immer diesen oder jenen Local-Vortheil zu be- 
nutzen Gelegenheit. Dabei hat man noch die angenehme Gewissheit, sein Inter- 
polations-Resultat so scharf zu erhalten, als es möglich ist; bei der von Hrn. Pas- 
gric# gewählten Einrichtung hingegen ist, allgemein zu reden, der Fehler des 
Interpolirens etwas grösser, welches indessen ausführlicher zu entwickeln hier 
nicht der Ort ist, 

Die Seite zur rechten enthält bei den trigonometrischen Tafeln die Quadrate 
der Sinus, Cosinus, Tangenten und Cotangenten, welche zur Erleichterung des 
Interpolirens dienen sollen, wenn man aus dem Logarithmen eines Sinus, Cosi- 
nus, einer Tangente oder Cotangente den Logarithmen einer der drei andern tri- 
gonometrischen Functionen verlangt, ohne den Bogen selbst nöthig zu haben. 
Diese Operation kömmt allerdings äusserst häufig vor, und das gewöhnliche Ver- 
fahren erfordert beim Interpoliren eine Multiplication und eine Division, wo mit 
Hrn. Pasquica’s Hülfstafel eine Multiplication ausreicht. Es ist nemlich, für das 
Interpoliren hinreichend genau, 
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Alog cosg = —tangz*.Älog sing 

Alog tangp = — Alog cotangy —= (1-Htangg*). Alog siny 
Alogsing —= — cotangg*. Alog cosy 

Alog tangg = — Alog cotangg = — (1+cotangg*). Alog cos% 
Alog sing = cosg*. Alog tangp = — cosy*.Alog cotangy 
Alog cosyg —= —sing*. Alog tangg = sing*. Alog cotang 


Inzwischen muss Rec. gestehen, dass er dem ungeachtet das gewöhnliche Verfah- 
ren zum Interpoliren nicht bloss eben so bequem, sondern sogar bequemer fin- 
det. Theils wird es immer erst einige Mühe kosten, sich die obigen sechs For- 
meln so mechanisch zu machen, dass man sie ohne alles Besinnen oder ohne ein 
besonderes Blatt neben sich zu legen, richtig anwendet; theils ist es beschwer- 
lich, den Multiplications-Factor erst auf der andern Seite aufzusuchen, oder viel- 
mehr zusammen zu suchen, da die oben erwähnte Trennung der ersten und letz- 
ten Ziffern auch hier beim Abdruck gewählt ist; endlich hat man bei dem ge- 
wöhnlichen Verfahren es immer nur mit kleinen Zahlen zu thun, mit denen man 
leicht im Kopf rechnet, da hingegen die Quadrate in Pasquica’s Tafeln mit fünf 
Decimalen angesetzt sind, die man freilich nicht alle braucht, aber die gerade des- 
wegen, wie jeder erfahrne Rechner weiss, störend sind. Ausserdem können wir 
hier nicht unerwähnt lassen, dass das gewöhnliche Verfahren, allgemein zu reden, 
schärfer ist, als diese künstlichere Interpolation (die Gründe dieser Behauptung, 
von der man vielleicht bei einer weniger genauen Prüfung gerade das Gegentheil 
glauben könnte, würden für diesen Ort zu weitläuftig sein). Wir begnügen uns 
das Gesagte bloss durch ein Beispiel zu erläutern. Soll zu log cosy = 9,92478 
der logtangg gesucht werden, so findet man den Proportionaltheil aus Pas- 
quıca's Tafel durch die Berechnung von 4x {1-+ 2,4170) = 13,668 oder am näch- 
sten — 14, also log tangp — 9,50850, während die gewöhnliche Methode den 
Proportionaltheil eben so bequem durch die Entwicklung von in — 12}, am 
nächsten = 12, und den gesuchten Logarithmen = 9,30848 gibt. In diesem 
Beispiele ist auch das Resultat der gewöhnlichen Methode das schärfere; in an- 
dern Fällen kann auch das umgekehrte Verhältniss Statt finden, aber im Durch- 
schnitt wird der Vortheil in dieser Beziehung auf Seiten des gewöhnlichen Ver- 
fahrens sein. Uebrigens wollen wir nicht in Abrede stellen, dass dieser Theil 
der Tafel, wenn auch das Interpoliren nicht dadurch gewinnt, doch zuweilen für 
32 





250 ANZEIGE, 


andere Zwecke angenehm sein könne; allein die Bequemlichkeit logarithmischer 
Handtafeln, die man zum täglichen Gebrauch bestimmt, verliert natürlich in dem- 
selben Verhältniss, als ihr Umfang vergrössert wird. Wir bemerken noch, dass 
in dem ersten Grade die trigonometrischen Logarithmen von 10 zu 10 Secunden 
bis 56 Minuten, und in den vier letzten Minuten von 20 zu 20 Secunden ange- 
setzt sind. 

Die Gaussische Tafel für die Logarithmen der Summen und Differenzen ist 
ganz unverändert abgedruckt. Inconsequent scheint es uns aber zu sein, wenn 
der Verf. in der Einleitung den Nutzen einer ähnlichen Tafel mit sieben Decima- 
len in Zweifel zieht. Ist anders eine solche Tafel zweckmässig eingerichtet, so ist 
ihr Nutzen bei scharfen Rechnungen gerade eben so gross, als der Nutzen der 
hier wieder abgedruckten Tafeln bei Rechnungen mit fünf Decimalen: bei den 
kleinern Tafeln, eben so wie bei den grössern, wird der dadurch zu erhaltende 
Zeitgewinn natürlich nur solchen Personen fühlbar, die vie! zu rechnen haben. 
Wir haben jetzt bald die Erscheinung einer solchen grössern Tafel, von einer ge- 
schickten Hand berechnet, zu erwarten. 


Göttingische gelehrte Anzeigen. 1519 Januar 0, 


[E. A. Marruusssen.] Tafel zur bequemern Berechnung des Logarithmen der 
Summe oder Differenz zweier Grössen, welche selbst nur durch ihre Logarithmen ge- 
geben sind. Altona 1818. Bei J. F. Hammerich. Einleitung 33 $S. Die Tafeln 
212 $. in (Quart. (Titel und Einleitung auch in lateinischer Sprache.) 

Bei etwas ausgedehnten Rechnungen ist jede Abkürzung schätzbar; auch 
solche Hülfsmittel, die bei einer einmaligen Anwendung nur einen kleinen Vor- 
theil gewähren, werden durch oft wiederkehrende Benutzung wichtig. Ein sol- 
ches Erleichterungsmittel ist eine im Jahr 1812 in der monatlichen Correspondenz 
zuerst gegebene Hülfstafel, um aus den Logarithmen zweier Grössen unmittelbar 
die Logarithmen ihrer Summe oder Differenz abzuleiten: man erreicht dadurch 
mit Einem Aufschlagen. wozu man sonst ein dreimaliges oder wenigstens zweima- 
liges nöthig hätte. Im Besitz einer solchen Tafel wird man mit Vortheil manche 
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Formeln in ihrer ursprünglichen Gestalt beibehalten können, denen man sonst 
wohl, durch Einführung von Hülfswinkeln, eine zur Rechnung bequemere Form 
zu geben sucht, Die erwähnte Tafel war nur für Rechnungen mit fünf Decimalen 
bestimmt: eben weil solche Rechnungen am häufigsten vorkommen, lag dies Be- 
dürfniss am nächsten. Der bei Bekanntmachung derselben geäusserte Wunsch, 
dass jemand sich der Mühe unterziehen möchte, eine ähnliche Tafel in grösserm 
Umfange und mit sieben Decimalen zu berechnen, hat die vorliegenden Tafeln 
veranlasst, deren Verfasser, Hr. Marntessex, sich durch diese mühsame Arbeit 
ein Recht auf den Dank aller derer erworben hat, die viel mit logarithmischen 
Rechnungen zu thun haben. Die Vorrede gibt Nachricht von der Methode, de- 
ren sich der Verfasser zur Berechnung bedient hat, und von seiner lobenswerthen 
Sorgfalt, die Tafel auch in der letzten Ziffer durchgehends zuverlässig zu machen. 
Bei Tafeln dieser Art ist auch die äussere Einrichtung keinesweges gleichgültig. 
Der Verf. hatte anfangs eine Anordnung im Sinn, deren Zweck war, die Tafel in 
den möglich kleinsten Raum zusammenzudrängen. Allein da die ganze Bestim- 
mung der Tafel nur dahin geht, die Rechnungen zu erleichtern, so würde jene 
ganz verfehlt werden, wenn die Anordnung der Tafel zu künstlich wäre, und eine 
beschwerliche Aufmerksamkeit erforderte. Der Verf. entschloss sich daher bei 
reiferer Ueberlegung mit Recht, jene wenn gleich sinnreiche Anordnung bei Seite 
zu setzen, und statt derselben eine einfachere zu wählen, obgleich der Umfang 
des Bandes dadurch beträchtlich vergrössert wurde. Vielleicht wird mancher, 
der die Tafeln gebraucht, mit uns wünschen, dass der Verf. hierin lieber noch 
etwas weiter gegangen wäre, und die Columne B und C jede vollständig hätte 
abdrucken lassen, deren vier letzte, beiden gemeinschaftliche, Ziffern nur einmal 
dastehen. Der Ueberblick würde dadurch noch bequemer geworden sein, und 
das Format wäre auch dadurch nicht vergrössert, wenn etwas kleinere Schrift ge- 
wählt wäre, welches ohne Nachtheil, vielleicht selbst mit Vortheil für das gefäl- 
lige Ansehen, hätte geschehen können. Auch die fast zu strenge Oekonomie mit 
den Ziffern, wo in der Regel nur die vierte abgedruckt ist, so lange die vorher- 
gehenden ungeändert bleiben, und mit den Proportionaltheilen, die immer nur 
Einmal angesetzt sind, und also zuweilen ein Zurück- oder Vorausblättern nöthig 
machen, thut der Bequemlichkeit einigen Eintrag. Endlich hätten wir gewünscht, 
dass der letzte Theil der Tafel S. 212 in einer zehnmal grössern Ausdehnung ge- 
geben wäre, um die zweiten Differenzen unmerklich zu machen; es wäre dazu 
32” 
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nur Eine Seite mehr erforderlich gewesen. Alle diese Bemerkungen, die zum 
Theil mit auf individueller Gewöhnung beruhen mögen, sollen das Verdienstliche 
dieser Arbeit keinesweges schmälern, welches gewiss von allen anerkannt wird, 
die von derselben Gebrauch zu machen Gelegenheit nehmen werden. 





Astronomische Nachrichten, herausg. v. Scuumacıze. Nr. 24. Beilage 2. 1522 Dec. 





(Giauss an SCHUMACHER. 


Göttingen 1922. Nov. 25. 

— — Den von Herrn Professor Excke geäusserten Wunsch Logarithmentafeln mit 
6 Ziffern betreffend, habe ich schon öfters gehegt, und Sie werden sich gewiss 
vielfältigen Dank erwerben, wenn Sie solche veranlassten. Alles, was Herr Excke 
über das Aeussere und Innere sagt, unterschreibe ich als meine eigene Meinung, 
nur die Proportionaltheile scheinen mir überflüssig, und alles Veberflüssige scha- 
det dem leichten übersichtlichen Gebrauch. Bei solchen Dingen hängt freilich 
manches von individueller Gewöhnung ab; indessen wenn einige, die Gebrauch 
von Tafeln machen, anders gewöhnt sind als ich, so sind doch auch wohl andere 
eben so gewöhnt; und daher berühre ich noch einen Umstand, nemlich die Ab- 
änderung der 4" Ziffer für die Logarithmentafeln. Sie kennen die Einrichtung, 
die in dieser Beziehung in Carzer's Tafeln gemacht ist, und einige haben dies als 
eine Verbesserung betrachtet. Ich gestehe, dass ich der entgegengesetzten Mei- 
nung bin, und die regelmässige Abtheilung von 5 zu 5 Zeilen durch horizontale 
Striche, wie sie in Smerwin’s und andern Tafeln ist, für etwas, bei häufigem Ge- 
brauche viel wesentlicheres und bequemeres halte, daher ich mich der CALLer'- 
schen Logarithmen auch niemals bedienen mag. Bei meiner vieljährigen Praxis 
weiss ich auch nicht einen einzigen Fall. wo der Gebrauch der Smerwis'schen 'Ta- 
feln mich bei der 4" Ziffer zu einem Rechnungsfehler verleitet hätte, daher ich 
auch auf die Sternchen bei Vesa und andern Tafeln gar keinen Werth lege, und 
des bessern Papiers und der schönern Ziffern wegen, mich lieber an die Suekwın'- 
schen halte. Wer auf solche Warnungszeichen einen Werth setzt, kann sich 
leicht in seinem Exemplare an den betreffenden Stellen rothe oder grüne Punkte 
machen. — 
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Göttingische gelehrte Anzeigen. 192% Januar 19. 

Table of logarithms of the natural numbers, from 1 to 108000, by CHarLes 
Bappage. Stereotyped. London. Printed for J. Mawman. 1827. 2028. gr. 8. 

Dieser neue Abdruck der Logarithmentafeln zeichnet sich vor andern durch 
eine geflissentlichere Beachtung kleiner Nebenumstände aus. Wer nur von Zeit 
zu Zeit eiimal veranlasst wird, einige Logarithmen in den Tafeln aufzusuchen, 
verlangt von ihnen hauptsächlich nur möglich grösste Correctheit. Allein für an- 
dere, denen die Tafeln ein tägliches Arbeitsgeräth sind, bleiben auch die gering- 
fügigsten Umstände, die auf die Bequemlichkeit des Gebrauchs Einfluss haben 
können, nicht mehr gleichgültig. Farbe, Stärke und Schönheit des Papiers; 
Format; Grösse, Schärfe und gefälliger Schnitt der Typen: Beschaffenheit der 
Druckerschwärze; Anordnung der Zahlen, um das was man sucht ohne Ermü- 
dung des Auges schnell und sicher zu finden; Vorhandensein von allem, was man 
braucht, aber auch Abwesenheit von allem, was man nicht brauchen mag, und 
was sonst die leichte Uebersicht nur stören würde, alle diese Umstände erhalten 
eine gewisse Wichtigkeit bei einem Geschäfte, welches man täglich hundert mal 
wiederholt. Freilich hängt dabei manches von der Individualität des Rechnenden 
und von seiner Gewohnheit ab, so dass nicht wohl Eine Ausgabe allen am besten 
gefallen kann; dem Kurzsichtigen ist ein grosses Format beschwerlich, und er 
zieht kleinere [Typen vor, während es sich bei dem Weitsichtigen umgekehrt ver- 
hält; der weniger geübte Rechner legt einen Werth auf diesen oder jenen Zusatz, 
welchen der geübtere, der mehrere Theile der Operationen ohne Anstrengung im 
Kopf macht, lieber wegwünscht, weil alles Ueberflüssige nur störend wirkt. In- 
zwischen gibt es doch auch allgemeingültige Regeln. Der Herausgeber der vor- _ 
liegenden Tafeln hat in der Vorrede ein Dutzend solcher Vorschriften zusammen- 
gestellt. die er aus der Vergleichung vieler Logarithmentafeln abgeleitet hat, und 
die meistens sogleich von selbst einleuchten. obwohl einige davon nur unter Ein- 
schränkungen anzuerkennen sein möchten. 

Was die gegenwärtige Ausgabe der Logarithmentafeln am meisten von an- 
dern unterscheidet, ist, dass sie auf farbiges (gelbes) Papier abgedruckt ist: man 
gewöhnt sich daran bald, und findet es, besonders zum Gebrauche bei Licht, an- 
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genehmer als weisses. Die Anordnung ist im Wesentlichen die gewöhnliche. 
Nach einem Wechsel der dritten Ziffer ist für die übrigen Logarithmen in dersel- 
ben Zeile die vierte Ziffer mit andern Typen, etwa halb so gross wie die übrigen, 
gesetzt. Für Ref., der überhaupt auf solche Warnungszeichen wenig Werth setzt, 
haben diese Typen, auch nach einem Gebrauch von ein paar Monaten, noch nicht 
das fremdartig Störende verloren, und er würde den in Veaa4’s Tafel gebrauchten 
Sternchen, oder den Punkten, die in die bessern Exemplare von TarLor's Tafeln 
ei ckt sind, den Vorzug geben. Sternchen hat der Herausgeber desswegen 
nicht gebrauchen wollen, weil sonst die Cohımnen zu breit geworden, und dann 
für die Verwandlung der Zahlen, als Secunden betrachtet, in Grade, Minuten 
und Secunden kein Raum geblieben wäre. Referent würde diese Verwandlungs- 
columne (eben so eingerichtet, wie man sie aus Cazzer's Tafeln kennt) gern ent- 
behrt haben; ein geübter Rechner wird nicht, einer so leicht selbst im Kopfe zu 
machenden Verwandlung wegen, erst die Tafeln aufblättern; zweckmässig ist es 
aber, dass der Herausgeber diese Columnen wenigstens durch eine starke Linie 
von der Logarithmentafel geschieden hat. Endlich ist der Fall wo die letzte Zif- 
fer eine Vergrösserung erlitten hat, (weil der weiter fortlaufende Logarithm als 
achte Ziffer 5 oder eine grössere gehabt haben würde) durch einen unter diese sie- 
bente Ziffer gesetzten Punkt ausgezeichnet; diese Einrichtung ist wenigstens bes- 
ser, als die von Prasse gewählte, durch Typen von anderer Form; doch behalten 
auch so einige Ziffern noch etwas unangenehm Fremdartiges, was nach unserer 
schon bei Anzeige der Prasse'schen Tafeln in diesen Blättern [1811 Mai 25] er- 
wähnten Ansicht durch den Nutzen nicht aufgewogen wird. 

Uebrigens lassen Typen und Papier bei dieser Ausgabe der Logarithmenta- 
feln nichts zu wünschen übrig, und auf die Correctheit ist die ausgezeichnetste 
Sorgfalt verwandt. Bei einer Ausgabe, wo auf die kleinen die Bequemlichkeit 


des Gebrauchs angehenden Umstände so viel Sorgfalt verwandt ist, fällt die spär- 


liche Ansetzung der Proportionaltheile auf; häufig muss man, um diejenigen zu 
finden, die man eben braucht, voraus- oder zurückblättern. 


HASSLER, TABULAE LOGARITHMICAE ETC. 255 


Göttingische gelehrte Anzeigen. 1831 März at. 


Tabulae logarithmicae et trigonometricae notis septem decimalibus ewpressae. 
In forma minima. Purgatae ab erroribus praecedentium tabularum cura F. K. Hass- 
zer. New York. G. C. und H. Carvill. 

Diese transatlantische Ausgabe der Logarithmentafeln zeichnet sich durch 
eine ganz vorzügliche Nettigkeit des stereotypisch ausgeführten Drucks aus. Sie 
enthält, durchgehends auf sieben Decimalstellen, die Logarithmen der Zahlen 
bis 100000, die Logarithmen der Sinus, Tangenten, Cosinus und Cotangenten 
im ersten Grade durch alle Secunden, in den beiden folgenden von zehn zu zehn 
Secunden, und für alle übrigen Grade des Quadranten von dreissig zu dreissig 
Secunden. Ausserdem die natürlichen Sinus und Tangenten durchgehends von 
dreissig zu dreissig Secunden. Und diess alles in dem Raum von 312 Seiten in 
klein Octav oder gross Duodez. Eine solche Zusammendrängung war freilich nur 
durch sehr kleine Typen zu erreichen, welche, bei aller Schönheit, doch wohl 
für die meisten nicht kurzsichtigen Augen zum täglichen Gebrauch fast zu klein 
sein möchten. Auf die Correctheit scheint eine ganz besondere Sorgfalt gewandt 
zu sein, wenigstens ist uns bei dem eine Zeitlang versuchten häufigen Gebrauch 
gar kein Druckfehler aufgestossen. 


Veaa und Hiısse, Sammlung mathematischer Tafeln, 1549. 


Auflösung quadratischer Gleichungen in der Form, dass nicht die Co&ffieienten 
der Gleichung selbst, sondern deren Logarithmen gegeben sind, und dass man auch 
nicht ihre Wurzeln selbst (oder eine derselben), sondern vielmehr deren Logaritkmen 
zu anderweitiger Benutzung nöthig hat. 

Die Ausführung dieses Geschäfts, bloss mit Hülfe der gewöhnlichen Loga- 
rithmentafeln, erfordert nothwendig ein vierfaches Aufschlagen in denselben; man 
reicht mit einem zweifachen Aufschlagen aus, wenn man entweder die trigonome- 
trischen Logarithmentafeln oder die Tafeln für Logarithmen von Summen und 
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Differenzen benutzt; man reicht mit einem einfachen Aufschlagen aus, wenn letz- 
tere Tafel, wie hier, durch die Zusatzcolumnen D, E und F erweitert ist. 

Die vierte Columne, D, enthält B-+C, die fünfte, E, enthält A+C, 
die sechste, F, enthält B—A. Nehmen wir an, dass die Zahlen selbst, denen 
die Logarithmen A, B, C zugehören, beziehungsweise a, b, c sind, so enthielte 
also die vierte Columne die Logarithmen von be, die fünfte die von ac. die 
sechste die von 2, 

Es mag noch darauf aufmerksam gemacht werden, dass die Logarithmen in 
der sechsten Columne F', welche bis zu A = 0,208 positiv sind, von A == 0,209 
an negativ werden (5.640); es ist ziemlich gleichgültig, ob sie in dieser negati- 
ven Form oder, wie hier, durch ihre Complemente angesetzt werden; also könnte 
z.B. für A = 0,367 unter F stehen — 0,21180 oder, wie hier, 9,79820. 

Für die Anwendung dieser Zusatzcolumnen auf die Auflösung der quadra- 
tischen Gleichung 

pzz>gctr = 0 
selbst müssen vier verschiedene Fälle unterschieden werden, nemlich 
I. p und r haben gleiche Zeichen und . ist nicht kleiner als 4; 
II. p und r haben gleiche Zeichen und 77 ist kleiner als 4; 
III. p und r haben entgegengesetzte Zeichen und — ist grösser als 2; 
IV. p und r haben entgegengesetzte Zeichen und —”? ist kleiner als 2. 

Der Fall, wo —?” == 2 ist, kann sowohl zu III. als zu IV. gezählt werden. 

Im Falle II. sind die Wurzeln imaginär, in den übrigen erhält man jede der 
beiden Wurzeln auf eine doppelte Art. Durch folgendes Schema ist alles leicht 
zu übersehen, wobei 


= fm 
Hauzhd 79 


gesetzt ist, theils zur Abkürzung, theils weil die Rechnung wirklich in dieser 
Form am bequemsten geführt wird. 


Erste Wurzel. Zweite Wurzel. 
I Habkmd = ge = —: 
II. +7 <4 Imaginär. Imaginär. 
IIl. -—/=a.a=e +ha= —! +2: =—he 
IV. -I-:=f +2 =—4$ +ga= —hb 
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Die Beweise der Vorschriften wird sich jeder leicht selbst entwickeln kön- 
nen. Ein Beispiel des Gebrauchs mag zum Ueberfluss noch hergesetzt werden. 


Es sei gegeben log p = 0,69897 
log q = 0,84510 
logr = 0,77815n 

Also logA = 0,14613 
log g = 9,93305n 
log (— #) = 9,78692 


Man sieht sogleich, dass hier der Fall IV. statt findet und also 9,78692 in 
der sechsten Columne unter B— A oder F zu suchen sein wird. Was von der 
Tafel (S. 643) hier nöthig wäre ist nur Folgendes: 


A B B—A oder F 
0,367 0,15520 9,75520 
0,368 0,15489 9,78659 








Zu F = 9,713692 gehört also 


A = 0,36793 = loga, woraus log # = 9,77815, logga = 0,30103n oder 
B = 0,15490 =logb, woraus log(—) = 9,77815, log(—Ab) = 0,30103n. 


Astronomische Nachrichten. Nr. T5R, 1551 « Mai 2. 











Einige Bemerkungen zu Veaa’s Thesaurus Logarithmorum, von Herrn 
Geheimen Hofrath Gauss, 

Der Thesaurus Logarithmorum von Vesa ist bekanntlich seinem grössten 
Theile nach ein neuer Abdruck der grössern Vraog’schen Logarithmentafeln. In 
der Vorrede führt VesA eine nicht unbeträchtliche Anzahl von Fehlern im Origi- 
nal an, die er verbessert hat, mit dem Zusatz, dass er ausser diesen noch eine 
sehr grosse Menge von Unrichtigkeiten an der letzten Ziffer der Logarithmen be- 
richtigt habe, zu dem Betrage von einer, zwei, drei, vier Einheiten. Mit glei- 
cher Sorgfalt seien auch die neu hinzugekommenen Tafeln (namentlich also die in 
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den beiden ersten Graden für alle einzelnen Secunden angegebenen Logarithmen 
der trigonometrischen Grössen) berechnet, geprüft und berichtigt. VreA scheint ' 
nun mit der Hoffnung sich geschmeichelt zu haben, dass auf diese Weise seine 
Tafeln fast fehlerfrei geworden seien, und verspricht, um zu vollkommen fehler- 
freien Tafeln zu gelangen, für die erste Anzeige jedes etwa noch stehen gebliebe- 
nen Fehlers, der zu falscher Rechnung Anlass geben könne (pro sphalmatibus cal- 
culum turbantibus) eine Prämie von einem Ducaten zu bezahlen. Ob diese vom 
1*® October 1794 datirte Ausgelobung jemals Folge gehabt hat, ist mir nicht 
bekannt. 

Es ist mir zweifelhaft, ob Veea sich ganz klar gemacht habe, was für Feh- 
ler als möglicher Weise zu falschen Rechnungen Anlass gebend betrachtet wer- 
den sollten. Für alle Tafeln, welche bestimmt sind, theoretisch feststehende 
irrationale Grössen darzustellen, gilt bekanntlich der Grundsatz, dass die Tabu- 
largrösse dem wahren Werthe allemal so nahe kommen soll, als bei der gewähl- 
ten Anzahl von Decimalstellen möglich ist, und es darf folglich die Abweichung 
niemals mehr als eine halbe Einheit der letzten Decimale betragen, Jeder Ver- 
stoss gegen diese strenge Norm ist ein Fehler, der möglicherweise einen sich auf 
die strenge Uebereinstimmung verlassenden Rechner zu einem unrichtigen Resul- 
tate verleiten kann. Lässt man diese strenge Auslegung fahren, und mischt in 
sein Urtheil eine Rücksicht auf Erheblichkeit der Unrichtigkeit ein, so verirrt 
sich die Entscheidung in das Gebiet der Willkühr. Der schon vorhin erwähnte 
Umstand, dass Veea selbst von Correctionen an den Vraog’schen Tafeln spricht, 
die nur eine Einheit in der letzten Stelle betrugen, und dass er vollkommene -Feh- 
lerfreiheit wie sein Ziel bezeichnet, scheint allerdings darauf hinzudeuten, dass 
er die strenge Auslegung im Sinne gehabt. Auch habe ich den ersten Theil des 
Thesaurus, der die Logarithmen der laufenden ganzen Zahlen enthält, bei sehr 
vielen gelegentlich gemachten Vergleichungen mit mehrstelligen Bestimmungen 
immer sehr correct gefunden, 

Es sind seit jener Zeit bei mehrern andern logarithmischen Tafeln, in der 
Absicht ihre Correctheit zu vervollständigen, ähnliche Ausbietungen von Preisen 
für die erste Anzeige von Fehlern in den Zahlen gemacht: ich weiss jedoch nicht, 
ob dieselben einen Erfolg gemacht haben, mit Ausnahme des bei Tauchnitz in 
Leipzig 1847 von Könuer herausgegebenen logarithmisch-trigonometrischen Hand- 
buchs. Der Verleger dieser Tafeln versprach bei dem ersten Erscheinen, für die erste 
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binnen einer gesetzten Frist eingesandte Anzeige eines jeden Fehlers, welcher 
falsche Resultate veranlassen könne, einen Louisd’or zu bezahlen, und nach ei- 
nem gedruckten Bericht vom 1. Juli 1848 ist diese Prämie für vier zur Anzeige 
gebrachte Fehler wirklich ausgezahlt. Was nun dabei eine ehrende Erwähnung 
verdient, ist der Umstand, dass dem einen dieser Fehler jene Qualification nur 
unter Anerkennung obiger strengen Auslegung zugesprochen werden konnte. Es 
war nemlich der Logarithm von 103000, welcher, auf 12 Stellen genau, 


= 5,012837224705 


ist, in den ersten Abdrücken mit acht Ziffern 


= 5,01253723 


angesetzt, während die prinecipmässig abgekürzte Zahl 5,01283722 ist. Es ist 
zu wünschen, dass in künftig vorkommenden ähnlichen Fällen, diese Entschei- 
dung als Präcedenz respectirt werde. 

Bekannte sich VeaA zu derselben strengen Auslegung. so hätte es ihm leicht 
gehen mögen. wie dem König Shiram, dessen Kornkammern nicht ausreichten, 
dem Erfinder des Schachspiels die ihm zugesagte Belohnung zu gewähren. 

Dass die von Vesa ausgebotene Belohnung, unter jener Voraussetzung, ihm 
theuer zu stehen kommen konnte, lässt sich schon, ohne alles Nachrechnen , aus 
einem Umstande erkennen, der leicht zu bestätigen, jedoch meines Wissens an- 
derweit noch nirgends zur Sprache gebracht ist. Dieser Umstand besteht darin, 
dass in der Tafel für die Logarithmen der trigonometrischen Grössen die Zahlen 
der Sinuscolumne fast ohne Ausnahme *) der Summe der Zahlen der Cosinusco- 
lumne und der Tangentencolumne genau gleich sind. Da alle diese Zahlen nur 
abgekürzte. Werthe der irrationalen genauen Grössen sind, so ist klar, dass bei 
streng richtiger Abkürzung jene Gleichheit nicht Statt finden wird, in allen den 
Fällen, wo die Abweichungen von den genauen Werthen in der zweiten und drit- 
ten Columne gleiche Zeichen haben, und ihre Summe mehr als eine halbe Ein- 
heit der letzten Decimale beträgt. Man übersieht leicht, dass bei einer grossen 





*) Ich habe grosse Strecken der Tafel in dieser Beziehung prüfen lassen: allein unter Tausenden von 

Fällen ist nur eine einzige Ausnahme gefunden, nemlich bei dem Bogen 27°54’0”. Ich kann jedoch diese 
Ausnahme, sowie etwanige andere, wenn dergl. noch hie und da vorkommen sollten, nur einem Versehen, 
und nicht einem Vorsatze zuschreiben. 
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Menge von Fällen dieser Ausnahmefall durchschnittlich einmal unter vieren vor- 
kommen wird, was sich bei wirklicher Abzählung in solchen siebenziffrigen Ta- 
feln, wo auf die Richtigkeit der letzten Ziffer mit Sorgfalt gehalten ist, bestätigt 
findet. (Es hat z. B. eine solche Abzählung in den erwähnten Könzzr’'schen Ta- 
feln an den 900 einzelnen Minuten von 30°0’ bis 44°59’ genau 225 solcher Fälle 
ergeben, welche vollkommene Uebereinstimmung allerdings für zufällig zu hal- 
ten ist). Vesa's Thesaurus enthält die Logarithmen der Sinus, Cosinus und Tan- 
genten von 22680 Bogen. Unter der Voraussetzung also, dass alle Zahlen in 
zweien dieser Columnen scharf nach dem Princip abgekürzt seien, wird man, mit 
einer geringen Unsicherheit im Mehr oder Weniger, in der dritten Columne 5670 
Logarithmen erwarten dürfen, die um eine Einheit unrichtig angesetzt sind. Für 
den Preis von so vielen Ducaten würden wohl befühigte Personen zur vollständi- 
gen Neurechnung bereit gewesen sein. 

Welche zwei Columnen die ursprünglichen sind, wird man aus der Ver- 
gleichung mit anderweitigen auf mehr als zehn Stellen zuverlässigen Bestimmun- 
gen erkennen können, schon an wenigen Bögen und mit Gewissheit, wenn .die 
Voraussetzung der strengen Richtigkeit der ursprünglichen Columnen zutrifft, im 
entgegengesetzten Fall aber an einer etwas beträchtlichern Menge wenigstens mit 
überwiegender Wahrscheinlichkeit. 

Einiges hiezu dienliche findet man schon fertig vor am Schluss der Deci- 
maltafeln, welche Hoserr und Ipezer 1799 geliefert haben, und die zwar nur mit 
sieben Ziffern abgedruckt sind, aber in der Handschrift auf doppelt so viele vol- 
lendet waren. Es werden daselbst 138 fehlerhafte Logarithmen des Veea’schen 
Thesaurus angezeigt, von denen 127, um genau gesetzmässig zu werden, einer 
Correction von einer Einheit in der zehnten Stelle bedürfen, 10 einer Correction von 
zwei Einheiten, und eine drei Einheiten. Von den 127 fallen 49 auf Sinus, 35 
auf Cosinus und 43 auf Tangenten; die übrigen 11 Correctionen, von 2 oder 3 
Einheiten, beziehen sich blos auf Tangenten. Die betreffenden Bögen sind die 
mit 27 Minuten messbaren, und die nicht mit angeführten sind diejenigen, wo 
die Logarithmen keiner Correctionen bedurften. Es hätten übrigens diese Ver- 
gleichungen auch ohne die Hoserr-Ipezer’schen handschriftlichen Tafeln gemacht 
werden können, da die allgemein verbreiteten Carzer'schen Tafeln die Logarith- 
men der Sinus und Cosinus auf 14 Ziffern für alle Tausendtheile des Quadranten 
enthalten. Wenn man aus diesen auch noch das Nöthige für alle Bögen unter 
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zwei Grad entlehnt, die durch 5'24” aber nicht durch 27’ messbar sind, so ge- 
winnt man die Vergleichung Vesa'scher Logarithmen von 118 Bögen mit schär- 
fern Bestimmungen, wovon die Resultate in folgendem Abriss (IT) zusammenge- 
stellt sind: 


Sin. Cos. Tang. 
1) 65 75 54 
1 53 43 53 
2 10 
3 1 


Die Bedeutung dieser Zahlen, z. B. der in der letzten Columne ist, dass unter 
118 Tangenten-Logarithmen 54 richtig angesetzt sind, 53 einer Correction von 
einer Einheit in der zehnten Stelle bedürfen, 10 einer Correction von zwei Ein- 
heiten, und einer der Correction von drei Einheiten. Es folgt hieraus schon ent- 
schieden, dass keine Columne der Veaa4’schen Tafel durchaus richtig angesetzt 
ist, und mit überwiegender Wahrscheinlichkeit, dass die Tangenten-Logarithmen 
die abgeleiteten sind, durch die einfache Subtraction der Zahlen der Cosinusco- 
lumne von denen der Sinuscolumne. 

Die Verfasser der erwähnten Decimaltafeln hätten übrigens doppelt so viele 
Vergleichungen aus ihrer Handschrift geben können. Man kann sich aber eine 
noch viel grössere Ausbeute verschaffen, wenn man die höchst schätzbare Tafel 
von Brıse's (in der nach dessen Tode von GeLzıskann 1633 herausgegebenen Tri- 
gonometria Britannica) benutzt, welche die Logarithmen der Sinus und Cosinus 
für alle Hunderttheile der gewöhnlichen Grade auf 14 Ziffern liefert, und aus 
welcher Carter die oben erwähnten Zahlen entlehnt hat. Sie enthält das Mate- 
rial, um Veaa’s Tafeln bei 1060 Bögen, also zusammen 3180 Logarithmen, prü- 
fen zu können. Ich selbst habe mich jedoch darauf beschränkt, diese Prüfung 
an 81 Bögen oder an 243 Logarithmen, von 14°0' bis 18°0° vorzunehmen, wovon 
das Resultat hier folgt (IT): 


Sin Cos. Tang 
0 29 56 36 
1 52 25 42 
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Wirft man die Gruppen {T) und (II) zusammen, so jedoch, dass man die 
beiden gemeinschaftlichen Bögen nur einmal in Rechnung bringt, so erhält man 
für 190 Bögen folgende Ausbeute (III): 


Sin. Cos. Tang. 
0 89 126 87 
1 101 64 90 
2 12 
3 1 


Will man diese Zahlen zu einer Abschätzung des Verhältnisses zwischen den 
richtigen und unrichtigen Logarithmen anwenden, so muss man erst noch einen 
kleinen Abzug machen. Es ist in (I) der Logarithm des Sinus von 45° zweimal 
gezählt, nemlich zugleich auch als log cos45°; es ist ferner in der Tangentenco- 
lumne auch der Logarithm der Tangente von 45° mitgezählt. der doch rational 
ist. Dasselbe gilt von (III) und man muss daher, zu obigem Zweck, das Resul- 
tat davon so aussprechen, dass unter 568 geprüften irrationalen Logarithmen 301 
sich als richtig, und 267 als unrichtig ausgewiesen haben. Dürfte man dies Ver- 
hältniss als durchschnittlich zutreffend betrachten, so würden unter den 68038 
irrationalen Logarithmen des Veaa’schen Thesaurus (indem man, wie billig, die 
Cotangenten nicht mitzählt) nach der Wahrscheinlichkeit etwa 31983 fehlerhafte 
anzunehmen sein. 

Wahrscheinlich ist aber diese Zahl noch bedeutend zu klein. Ich finde in 
meinen Papieren die vor längerer Zeit und zu andern Zwecken auf 14 Ziffern ge- 
machte Berechnung der trigonometrischen Logarithmen für ein paar Gruppen von 
Bögen, die nicht sprungsweise, sondern in denselben Intervallen wie die Vra4- 
schen Tafeln, fortschreiten, woraus wenigstens hervorgeht, dass obiges Resultat 
(III) noch keinen richtigen Maassstab für die Ungenauigkeit dieser Tafeln abgibt. 
Während bei jenen 190 Bögen kein einziger Fall vorkommt. wo der Logarithm 
eines Sinus oder eines Cosinus um mehr als eine Einheit verbessert werden müsste, 
sind solche Fälle gar nicht selten bei denjenigen Bögen, die nicht in der Trigono- 
metria Britannica vorkommen, und wo also das zur Vergleichung nöthige erst 
durch besondere Rechnung herbeigeschafft werden muss. Ich füge daher die Re- 
sultate jener Rechnungen hier bei, da sie dazu dienen können, unserer Vorstel- 


lung von dem Grade der Ungenauigkeit der Zahlen in Vesa’'s Thesaurus eine fe- 
stere Haltung zu geben. 
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Die Vergleichung der Zahlen im Thesaurus bei den 21 Bögen von 15°38'20" 
bis 15°41’40” mit den schärfer berechneten hat ergeben (IV): 


Sin. Cos. Tang. 
0 4 12 1 
i 9 8 8 
2 6 1 6 
3 2 4 
4 2 


Die Fälle, wo die grössten Abweichungen vorkommen, sind: 


15°40'20", wo die Correcetionen +3, —1, +4 
15 41 30, wo folgende +3, 0,-+4 


an die Logarithmen des Sinus, des Cosinus und der Tangente angebracht wer- 
den müssen. 

Ebenso hat die Vergleichung der Vza4’schen Zahlen bei den 93 Bögen, von 
1°19'52” bis 1°21’24” mit schärferer Rechnung folgende ergeben (V): 


Sin. Cos. Tang. 
0 38 30 17 
1 39 56 41 
2 15 7 22 
3 1 11 
4 2 


Die grössten Abweichungen finden Statt bei den Bögen 1°20’10” und 1°20715”; 
und die nöthigen Correctionen betragen bei ersterm —2, —+1..—4, bei dem an- 
dem —2, +2, —4. 

Die Gruppen IV und V haben nicht gleichen Ursprung, da die Zahlen des 
Thesaurus zu derGruppe IV aus Vraog's Trigonometria Artificialis genommen sind, 
die andern hingegen zu den neu hinzugekommenen gehören, welche unter Vzaa’s 
Leitung und Aufsicht von dem Lieutenant Dorrmunp berechnet sind. Nach obi- 
gen Abrissen erscheinen die letztern wie etwas weniger ungenau als die erstern, 
wiewohl die Gruppe IV zu wenig zahlreich ist, um ein sicheres Urtheil zu begrün- 
den. Jedenfalls folgt aus dem Zusammenwerfen beider Gruppen eine Schätzung 
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für die Totalungenauigkeit der Tafeln, die eher etwas zu günstig sein wird, als 
umgekehrt. Aus dieser Vereinigung folgt, für 114 Bögen (VI): 


Sin. Cos. Tang. 
0 42 42 18 
1 48 64 49 
2 21 8 28 
3 3 15 
4 4 


Es sind also hier unter 342 Logarithmen nur 102, die keiner Verbesserung be- 
dürfen, gegen 240 ungenaue. Nach diesem Verhältniss würde man unter den 
68038 irrationalen Logarithmen 47746 ungenaue erwarten können. 

Die Summe der Quadrate der Abweichungen findet sich für die Sinus 159, 
für die Cosinus 96, für die Tangenten 360. Als mittlern Fehler mag man also 
annehmen für die Sinus 1,18, für die Cosinus 0,92, für die Tangenten 1,78. 
Man kann hienach nicht zweifeln, dass die Tangenten-Logarithmen die abgeleite- 
ten sind. 

Dass die Zahlen der Cosinuscolumne weniger ungenau sind, als die der Si- 
nuscolumne, rührt wohl ohne Zweifel wenigstens theilweise, daher, dass bei den 
erstern die zur Ausfüllung erforderlichen Interpolationsmethoden einfacher aus- 
fallen, möglicherweise können indess noch andere Ursachen mitgewirkt haben, 
worüber sich nur unsichere Vermuthungen aufstellen lassen wirden. 


NACHLASS. 


THEORIA INTERPOLATIONIS 


METHODO NOVA TRACTATA. 


Pr 
PropLema. Invenire summam seriei 











a" Ö* 
(a—b)(a —e)la —d)(a—e)... ” Ba) )b-d)b—e... 
+ Bist De Be en + a" nn 
(ca) (e—b)le—d)(e—e)... (d—a)(d—bid—ejld—e})... 
ee" 


Ta -90-30-2.., 17% 
ubi a.b, c,d,e sunt m quantitates diversae, atque n numerus integer quicungue 
positivus, negativus sive etiam 0. 
Solutio. Faciendo brevitatis caussa 


Ce ee 
GB 50-907. 6 
EZ men. 7 
HE 30, 
ita ut summa quaesita, quam per 8” denotabimus fiat — aa" +5" +yc+öd"+ete.: 
manifestum est, si & exprimat quantitatem indeterminatam, ex evolutione ag- 


gregati 
34 
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@ & & 
Ferutcntsatngt 
in seriem secundum potestates ipsius x ascendentem, prodire 
S’+-S'r+S’rr+S’r+ etc. in infin. 


Statuatur (1—as)(1—be)(1—ca)(1—de)...= Q, eritque Q functio 
integra indeterminatae x, ad ordinem m'”" ascendens; PQ autem fiet functio 
integra ordinis m—1" puta = 





all—ba)lt cr (1—de).. 
+5(1—ar) (1—ca)(1—dr).. 
+rl1—ar)(1—ba)(1—da)... 
+öl1—ar)1—be)(I—ca)... 
— ete. 
Qua propius considerata, patebit, per substitutionem = = - omnes partes prae- 
ter primam evanescere, hanc vero abire in 
UN. 


PISBETT) . . $ 
Simili modo per substitutionem & = ; evanescent omnes partes praeter se- 


cundam, quae m = jan Perinde per substitutiones # = , x 5 etc. 
transit PQ in wm =; ete. Hinc vero sequitur, PQ— z""" per omnes has sub- 
stitutiones valorem 0 obtinere, quod fieri nequit, nisi fuerit identice = 0, sive 
PQ=x”"; alioquin enim aequatio PQ— x”! —= 0, quae non maioris quam 
m—1® ordinis est, m radices diversas 5 2 g... haberet. 

Iam sit 


Q = 1—Ar+Ber— Cr+Dr— etc. 


nempe A summa quantitatum a,b,c,d...; B summa productorum e binis; 


C summa productorum e ternis etc., patetque, quum ex evolutione fractionis 


- = P prodire debeat 


S’+S'’r+S’rr +S’r-+ etc. 


primo: esse debere 8°= 0, S’—0, S’— 0 etc. usque ad S”-? — 0*), tunc 


*) Haecce solutionis pars iam ab ill. Evızeo tradita est, per methodum a nostra aliquantum disere- 
pantem. Inst. Cale. Integr. T. II png. 432. 
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vero fieri S""— 1, S"—= A, tandemque terminos ulteriores tamquam mem- 
bra seriei recurrentis per legem sequentem determinari: 


St — A 

srt! _ AS" — BS"! —= AA—B 

s"t3 — AS"! _BST LOS" = 4° — 2BA+C 
etc. 


Facile quidem hine colligitur S”+! esse = aa+bb+cc+...+B sive sum- 
mam quadratorum cum summa omnium productorum e binis diversis quantitatum 
a,b,c,d..,; sed quo clarius perspiciatur, quonam modo termini sequentes ex 
elementis a,b, c,d... formentur, observamus r esse productum e seriebus 


I+ar+aarer +a’r? + etc. 
I+be+bber + ba’ + etc 
Ii+cer +ccrr ++ etc. 
I+de+ddex +4’? + etc. 
etc. 


Hoc vero productum est — Nalbee,.. xaitetr, ubi exponentibus A,p. v... 
omnes valores integri a 0 usque in infin. tribuendi omnibusque quibus fieri potest 
modis combinandi sunt. Quocirca ut in’serie, in quam 3 evolvitur, eius ter- 
mini, qui continet „**'=”, coöfficientem obtineamus, numerum n+i—m omni- 
bus quibus fieri potest modis in n partes integras A+p-+v-+.. (inter quas etiam 
pars 0 admittitur) discerpere oportet, omnibus quoque permutationibus harum 
partium permissis; atque tunc singula producta a'b"c*,.. in summam colligere, 
quae erit co&fficiens quaesitus, simulque — 8”. Levi attentione adhibita pate- 
bit, huic regulae prorsus aequivalere sequentem: Ex m quantitatibus a, b,c,d... 
omnes combinationes n+-1—m elementorum colligendae, admissis repetitioni- 
bus, et singulae tamquam producta considerandae, quorum aggregatum erit —=$", 
Quare erit ut supra S”+! summa omnium productorum e binis quantitatum 
a,b,c,d... tum diversis tum identicis; $”+? summa omnium productorum e 
ternis diversis seu identicis ete. 

Nihil iam superest, nisi ut summam progressionis nostrae pro valoribus ne- 
gativis ipsius n definire doceamus. Ad quem finem partem primam summae SS", 
sub hanc formam ponemus 


@ 
puta 7-3)... 
34 * 
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1 
Tin: x 











ubi signum superius vel inferius adoptandum est, prout m impar est vel par, si- 
milisque transformatio etiam ad partes reliquas applicari poterit. Quamobrem si 


per characterem T designetur expressio, quae perinde ex 4 


RER 1 oritur 
a'b'e’rd'' ’ 








ut Sexa,b.c,d..., manifesto fiet $"— +35. Hoc itaque modo hie 
vasus ad praecedentem reductus est, fitque 
1 1 1 i 
ei er j EPTERRNFG=12.003 Yan Sir HELEN BESCch 
En 7 I a > re 
S* aequalis producto ex +; 7 in summam omnium productorum e binis 
quantitatum Fe 5 - r - .. diversis aut identicis etc. 
2. 


Applicabimus disquisitionem praecedentem ad eum casum, ubi quantitati- 
bus a, 5, c, d valores imaginarii tribuuntur: hac ratione ad quasdam insignes re- 
lationes perfacile perveniemus, quae alia methodo tractatae maiores difficultates 
obiicerent. Sit E basis logarithmorum naturalium, i quantitas imaginaria v1; 
consideremus loco quantitatum realium a,b, c... imaginarias E*, E”, Ei“, Ei _ 
et E", E®, E*, E“..., statuamusque 


Zus 

(BUZEN (BRENNER LEN,,. 
Zins 

+ 2° 58° HE EM... 


Em 
= (EU ZEeER EIER ER... 
ind 


E 
FERIFER PERF... tete = 8", atque 


Kine 
(BRENNER LEFER SET... 


og er 
(ER —EE-B EHER EM... 


Eine 
Em 
FERNE + etc. = 7" 
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Designando itaque multitudinem quantitatum a,b,c,d... per m, erunt 
S°, 81, 8'...S"=-*, nec non T®, T', T*... T"””"* omnes — 0; porro 
Ss”! — TP1— 4; $” summa quantitatum E“, E®, E*, E..., gt 


summa productorum omnium e binis diversis seu identieis; S”+* summa pro- 
ductorum e ternis ete.; et perinde valores summarum 7”, T"t!, T"t#? etc. e 
quantitatibus E% E%, E", E*... formandi erunt. 

Jam quum constet, esse ET E# — 2cosr, E*— E"” = 2isin, fa- 
cile perspicietur, valorem expressionis 4(S”—+ 7”), qui pro n=0, 1, 2...m—2 
ft =0, porn =m-—I autem = 1, po n— m fieri 


—= c084a-+ cosb+cosc-Hcosd.... 


similiterque fieri 4/8”+'+ 7”t'!) summam cosinuum omnium angulorum, qui oriun- 
tur addendo binos ex his a,b, c,d.. diversos seu identicos; 4(8”+’+7”t?) summam 
cosinuum omnium angulorum, qui oriuntur addendo ex iisdem ternos etc. Perinde 
erit ae A 0 pron—0,1,2...m—1; porro —=sina+sinb+sinc+sind+.. 
pro n—=m; et similiter —T erit summa sinuum omnium angulorum, qui 
oriuntur addendo ex his a,b,c,d... binos diversos seu identicos; —ı_ 
summa sinuum omnium angulorum, qui oriuntur ex iisdem, ternos combinando ete. 


Summarum S”, T” partes nunc propius considerabimus. Est 





E”"_ E” — Erlet)) (Ere-9 _ grrlö-o), — HERD na —b) 
perinde 
E" _ E* = ni Et in 4a —c) etc. 
Quamobrem in $” partis primae denominator fit 
— (rt rer ne) in la — b)sin}(a— c)sint[a—d)... 


statuendoque a+b-+c+d+...=s, haec pars ipsa 
Eemjop-e 


— eine —Hsingla—c)siny(a—d)... 





Sımili modo habetur 
E* ET = — yE Win (a—b) 


unde tandem pars prima summae 7” provenit 
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— en ple — bein 4 (a—ejsingla—d)... 


ubi signum superius vel inferius valet, prout m impar est vel par. Quam cum 
parte prima summae 8" addendo, sive ab eadem subtrahendo, concludimus fieri 
primo pro valore impari ipsius m partem primam summae 4(S”+ 7”) 

cos (In Hi — +m)a—}») 


nl —bjsingla—e)singl@—d)... 





. 5®_ Tt 
partem primam summae —.,— 
nn sin({n H—4im)a— 45) 
Ting —b)ein}(e —e) sintla—d)... 





secundo pro valore pari ipsius m partem primam summae +($"+ 7" 


=: sin((n Ht—4m)a—}s) 
ing ka—b)sin la —e)sint (a—d)... 





Sr T* 


partem prImam summae = 





2 — 008 ln Hi—+m)a—4s) 
gain —bjsingla—e)jsintla—d)... 





Manifesto partes sequentes expressionum 4(S"+ 7”), —;— primae prorsus 
analogae erunt, atque inde per solam commutationem characteris a cum b,c,d... 
orientur. Iam designando per k angulum arbitrarium ponendoque n+1— 4m =A, 
adiumento forınularum 


cos(ka-+k) = cos(k+45)coska— 45) — sin(k+45s)sinka—}s) 
sin (Aa A) = cos(k+4s)sinAa—4s)+sin (k+}s) coska— +5) 





haud difficile perveniemus ad summationem serierum sequentium 


. ae — 
sin la —bjsingla—c)sin}(a—d)... 





& ._. vosfA5+k) 


eos(kc+K) * 
Fage-ejungke— ent 4)... 
PERERFERRLEN,....\ ..jz 2... WEIBREENRER _ Ur 
Far ai Heirrd %)... + et. = U 
atque 
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sin a+k) 
Fre Heırle— Jared)... 
sin(&d-+ %) 
sin(Ac-+%) 
+ Eee Hanse)... 
mE ee 


sing (d—a)sing(d—b)ainy(d—e).. 


Casus primus, si m est impar. 

In hoc casu A debet esse non numerus integer sed fractione 4 affectus sive 
numeri imparis semissis. Ad valores negativos ipsius A non opus est respicere, 
quum habeatur cos (—Aa+-k) — cos (ka—k) atque sin(—Aa-—+A) = — sinka—k), 
adeoque summatio pro valore negativo e summatione pro opposito positivo per so- 
lam mutationem ipsius & in —k sponte demanat: haec observatio manifesto 
etiam in casu sequenti valebit. Iam patet facile, po n— 0, 1,...m—2, sive 
pro A= —4m-+1, —4m-+2, ...$m—t, sive ut valores negativos omittamus, _ 
pro A=,,4,$...;m—1 fieritum U*=0, tum F*= 0; porro 


um (25)"""cosi$s+k), VW" = (25)"""sin($s-+%) 

ut"t! — (25)"" fcos($s + ka) + cos($s+k+b)-+oos(4s+k-+c) 
+ecos($s+-k-+-d)+ ete.} 

vrtt _ 099)” Isin(gs+-k+a)+ sin (4s-+k+b) + sin (4s-Hk4+c) 
+sin(4s+k+d)+ etc.! 


u!"t? yel yt"t? gequalem producto ex (2)”! in summam cosinuum vel sinuum 
omnium angulorum, qui oriunturaddendo 45—+% cum binis angulorum a,b,c,d.... 
diversis seu identicis; Ut"t° yt"t? gequalem producto ex (25)”" in 
summam cosinuum vel sinuum omnium angulorum, qui oriuntur addendo $s-+k 
cum ternis ex iisdem etc. Ceterum vix opus erit admonere, potestatem quanti- 
tatis imaginariae i cum exponente pariter pari ei = -+-1, cum impariter 
pari = —1. 


vel 


Casus secundus, si m est par. 


In hoc casu A debet esse numerus integer, fitque pro A= 0, 1,2...+m—1 
tum U*=0, tum V*= 0. Porro erit 


272 NACHLASS, 


vo = PsinldshK). 


vn a HN Poost4s+-K); 
ut! — 27" 7"? Isin (ps -A+a)+sin(4s-HA+b) Hsin(s+k-+e) 
+ sin{4s+k+d)-+ ete.! 
vet _ tt ooslgs ka) Hcos[ss ++ bi-+cos/}s + k+c) 


+cos[(4s + k+d)-+ etc.! 


wirt? int? ero. aequalis produeto ex 2” 'i""” in summam sinuum omnium 
angulorum, qui oriuntur addendo 45-+A cum binis, ternis ete. angulorum a,b,c.... 
diversis seu identicis; W"+?, uH"t° etc, aequalis producto ex — 2" ',""? 
in summam cosinuum omnium angulorum, qui oriuntur addendo 4s+% cum 


binis, ternis etc. eorundem angulorum, 


3. 
Sit X functio indeterminatae x huius formae 


a+dr+yer+ör-+ etc. 


quae non excurrat in infinitum, sed abrumpatur, neque ultra terminum, qui con- 
tinet =””" egrediatur, ita ut multitudo co@fficientium non sit maior quam m. 
Tune si pro m valoribus diversis ipsius x, puta a,b, c,d... valores correspon- 
dentes ipsius X sunt cogniti, puta = A,B,C,D... ex his valor ipsius X va- 
lori alicui alii ipsius 2 respondens sequenti modo coneinne eruetur. Sit t va- 
lor novus ipsius x, atque 7' valor respondens ipsius X, ita ut sequentes m-+1 
aequationes locum habeant 


A=ar+batyastöc-t... 

B=a+tbb+ybb+öb’+... 

C=a+bc+yrc+töl+... 

D=u+bd+yd-öd +... 
etc. 


T=a+tdt+ytt+ör+... 
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Multiplicentur hae aequationes resp. per 
GEab-302-3 .+(c—t) 
CEDee eoeRren 
etc. 





t 
(= a) —b)(t—e).... 


prodeatque inde per productorum additionem 
A 
(a —b){a—c){a—d)...(a—t) 


B 
+09 B—)...0—- 


c 

nm (e—a) (e--b)(e—d)... (c—t) 
m ee 
(d—a)(d—b)(d—e) ....(d—t) 


— etc. 
+ En —= # 
Ü-e)e—-He— ed)... 


Tunc ex art. 1, ubi m idem denotabat, quod hic nobis est m—+1, facile conclu- 
detur, fieri W==0; quamobrem multiplicando per (—a){t—b)(t— ec)... prodit 
> Eee 
T= Pe Tre Peer ep 
t—e)lt—c)lt—d)... 
+E6-96=3.. :B 
(0) (tb) (td)... 
er (—b)(e—d)... c 
* “2 D 


(ea) (tb) (te) 
T de) 3) (de)... 


—+ etc. 


4. 

Formula in art. praec. inventa, ita comparata est, ut sponte sine omni cal- 
culo pateat, si pro £ quantitatum a,5,c,d.. aliqua in illa substituatur, valorem 
respondentem A, B,C, D.. inde prodire. Neque hoc solo respectu sese commen- 
dat: certo enim ad usum practicum longe commodissima est, saltem quoties uni- 

35 
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cus tantum valor ipsius X e valoribus datis computandus est. Quando plures 
sunt eruendi, transformatio sequens formulae niostrae nonnunquam praeferri 
poterit . 


T= A+lt—-a)( 4, +;,7-) 


+ tat tra) 


tea —— Nena men ta ne= a) 


+ ee + aan) 
—- etc. 
(quae ex formula art. 3 facillime derivatur, si in hac multitudo quantitatum 
a,b,c,d... abuna a ad duas a, b, inde ad tres a,b, cetc. successive increscere 
concipitur et quisque valor ipsius 7’ hoc modo oriens a sequenti subtrahitur). 
Ponantur coöflicientes 


B 4 B c Bent a, 
ot Hatten >= A, A ete. 


porro designetur per B’, B” etc. id, quod fit ex A, A’ete. si pro a,b,c.. 

resp. seribitur b,c, d... atque pro A,B, C... resp. B, C, D...; similiter de- 
signetur per C’, C” etc. id quod fitex A, A’ete., sipro a.b,c... resp. substi- 
tuitur c,d,e... etpro 4,B,C... resp. C,D,E... etsic porro. 'Tunc habebimus 











‚ A—B D B3—tcC ’ e—D 
=, P= Ve 
wit wei 0-22. 

| „, JSBEREEN 4"—B" nn 2"—C" on c"—D" 
e— wagt a m gr er ae 
etc. 


atque 


T= A+At— 0) + Aa) HAT el Id) .. 


Multitudo quantitatum A’, B’, C’ etc. hie computandarum erit m —1, multitudo 
quantitatum A”, B", C” etc. erit m— 2 et sic porro. 
3. 
' Sequens quoque mutatio formulae art. 3 non sine fructu in usum vocari 
poterit. Sit X functio integra arbitraria indeterminatae x, neque tamen alterioris 
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quam m—1" ordinis; atque W,B,€,D....T eius valores pro = a,b,c,d...t 


resp. Tunc per art. 1 erit 
I nn 
—  da—b)(e —e){a—d)...(a—tf) 


3 
+ 650-900 ...6—t) 
& 


D 
>E @-a)(d—-5@—)...(d—t) 
+ etc. 


X 
s a) —b)ft—e)ft—d)... 
Hinc facile deducitur 


T=Xt. 


Hear AM) 
tage B—-®) 

er (0-8) 
Haze DD) 


—+ etc. 
Quodsi functio X ita eligitur, ut valores functionis X hi A, B, C, D... prope 
per illam repraesententur, hoc lucramur, ut co£fficientes N: etc. 


per quantitates parvas multiplicandi sint. Potest etiam pro # quantitas constans 
assumi, e.g. una ex his A,B, C,D...; in quo casu pars una e valore ipsius 
T excidet. Aut ita determinari potest X, ut duae pluresve harum quantitatum 
per % repraesententur, in quo casu totidem partes ex T excident. 


6. 

(Juae praecedunt, suppositioni innituntur, functionem X ultra potestatem 
=”! non egredi, sive differentiam m“ una cum superioribus evanescere, in 
quo casu methodus interpolationis rigorose vera est. Si vero illa suppositio locum 
non habet, interpolatio eo tantummodo tendit, ut loco functionis X functio sim- 
plicissima eruatur, per quam valoribus propositis A, B, C, D... satisfiat. lIam 
ut errorem, qui a neglectis differentiis superioribus naseitur, diiudicare possimus; 
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sint terminiin X post potestatem =" hi aa"—+va”"t' + etc. Erit itaque in art. 3 
non W—=0, sedut ex art. 1 sequitur, W = p-+via +b+c+d+...+f) tete. 
Hine valori ipsius 7 illic tradito adhuc adiici debet 


alt be —dlt—d)... x |e+viatb+cHd+... +1) + erc.! 


T- 
Casus in praxi maxime frequens est, ubi a,b, c, d... progressionem arith- 
meticam constituunt. Ponendo intervallum = 1, ita ut stb=a-+1, c=a-+?2 
ete., formula art.4 fit 


T=A 
+-1)(B—4) 
+10 274) 
+2 2A, 
+ etc. 
sive 
T= A+ At —1) + AU 1) 2) + AU) — Yit—3) +... 
ubi 4‘, A”, A” etc. computantur per algorithmum sequentem 


A—= B-—-A, B=cC0-B, C= D—Ü ete. 
24"= B—A, 2B"=0'—B', 20" = D'’—C' etc. 
3A”— B'"— A”, 3B"—= C"—B*’, 3C”= D’— (" ete. 


ete., quae formula cum vulgata interpolationis formula per differentias omnino 
convenit. 


. 8. 
Si pro satis multis valoribus ipsius x_ in serie arithmetica progredientibus 
a,a+1,a-+2... valores respondentes functionis X cogniti sunt, ut seriem m 


valorum successivorum ipsius x ad lubitum eligere liceat ad computum ipsius T' 
quaestio oritur, quosnam valores ad hunc finem praeferre maxime praestet, siqui- 
dem plures quam m udhibere sive ultra differentiam m—1"" egredi nolimus? 
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Manifesto hoc ita est decidendum, ut error a differentia m" ordinis oriundus fiat 
quam minimus; hic vero error fit 


= (t— a) —a—1\t—a—2).... (041) 


Pu Ze ARE 


si adhibentur terminiad 2 —=a, a+1, a+2,.?.a+-m—1 pertinentes, vel 
A 


1.2.3...m 


= (t—a—1)t—a— 2) (t—a—3).... (t—a—m) 
si adhibentur terminiad 2 —= a-Hi1, a+2, a+3,...a—+m pertinentes, vel 


= (t—a-+1)tt—a)ft— a—1)...(t—a—m-+ 2) — — 


1.2. Io... 


si adhibentur terminiad r=a—1,a,a—+1,...a+m— 2 pertinentes, designando 
per A differentiam ordinis m", quae siquidem ad differentias superiorum ordinum 
non respicitur, hic tamquam constans considerari potest. (Juodsi igitur m termini 
ad 2=a,a-+i,a-+2,...a—-m—1 pertinentes maxime idonei sunt, ex illis 
tribus expressionibus prima debet esse minima adeoque sine respectu signi — a<{ 
vel saltem non >?—a—m, necnon t—a-1> velsaltem non <t—a—m-1. 
Ex conditione priore facile dedueitur, —a—m esse debere quantitatem negati- 
vam inter —+}m et — oo sitam, unde #—a iacebit inter +4m et — 00; ex 
conditione posteriore autem erit —a--1 quantitas positiva atque inter 4m et 
+00 sita; quare ?—a iacebit inter $m—1 et $m. Hinc sequitur, si m fue- 
rit numerus par, valores ad interpolationem adhibendos ita eligendos esse, ut 
prior semissis ab una parte, posterior ab altera termini quaesiti iaceant; si autem 
m fueritimpar, termini ii sunt eligendi, quorum medius quaesito iaceat quam 
proximus. (Juoties in hoc casu # est exacte medius inter duos valores consecu- 
tivos ipsius , respectu erroris a neglecta differentia m" ordinis generaliter lo- 
quendo nihil intererit, sive terminus quaesito praecedens sive sequens pro medio 
adhibendorum adoptetur. 


9. 

Erempla. 1. Invenire oporteat log. sin24°30', si logarithmi sinuum per sin- 
gulos gradus habentur, ita ut differentiae quartae et superiores negligantur. In 
hoc itaque casu secundum praecepta art. praec. adhibebimus logarithmos sinuum 
arcuum 23°, 24°, 25°, 26°, quibus per A, B, C, D designatis provenit per for- 
mulam art. 3 logarithmus quaesitus 
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= - „A+HhB+HC— HD 
cuius valor numericus ex 


A = 9,5918780 
B = 9,6093133 
C —= 9,6259483 
D = 9,6418420 


eruitur 9,6177271.5; tabulae dant 9,6177270. 
Quodsi hic loco log. sin 23°, logarithmum sin 27°—= E = 9,6570468 ad- 
hibuissemus, formula 


+4 B+H40— 4 D+rE 


dedisset 9,6177267.375. 

Formula art. praec. pro hoc casu dat errorem ex neglecta differentia quarta 
A oriundum = „4A, si A,B,C,D, contra = —y4rA4, si B,C,D,E ad- 
hibentur; qui error valori calculato adiiciendus est. In exemplo nostro habetur 

—= —0,0000066; correctio hinc calculata utrumque computum cum tabulis 
eonciliat. 

I. Sit tempus noviluniü 16 Juni 1806 e longitudinibus solis et lunae pro 
singulis diebus computandum, ita ut differentiarum usque ad quartam incl. ratio 
habeatur. Habentur in ephemeridibus Parisiensibus pro meridie vero loci se- 
quentes 


longit. solis longit. lunae 

1806 Juni 14 s2" 39'127" 53°19’15” 
15 83 3630 67 2943 

16 s4 3348 sı 5952 

17 8531 7 96 44 9 


18 Sb 23 24 111 35 30 


Sunt hie valores dati ipsius = differentiae inter longitudinem solis et lunae, va- 
lores respondentes ipsius X tempora, quae inde a meridie 16 Junii numerabun- 
tur; quaeriturque valor ipsius X valori 2 = 0 respondens. Fit igitur 
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a — — 29° 19'57" 
b= —i6 647 
e= — 23356 


d=-+11 13 2 
e—= +25 76 
== 0 


Hinc computatur 


3) te) (td) t—e) 

(e—5)(a— e)(a—d)(a—e) 

(a) e-)t-a)(t-e) _ 
- (6a) @-) a) —e) 


= — 105596” 
= — 58007 
= — 9236 
—=-+ 40382 
= + 90426 





(a) Lee -d)lt—e) _ 


(e—a)(e—b) (e—d)(e—e) 
(—a) (1b) (t—e) (te) 
(d-a)(d—b)(d—e)(d— e) 
(a) (tb) (ie) (td) __ 


(eZa)e—dle—e)(e—d) 


A=—?2 
B= —1i 
C= # 
D=-+1 
E=-+?2 


— +0,0149084 
— 0,1050660 
= +0,9624567 
—= +0,1434435 


— 0,0157429 
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His coöfficientibus*) per — 2, —1, 0, 1,2 resp. multiplicatis, productorum summa 
fit = +0,1872069; quare novilunium erit 16 Junii, 4®29’34"7 temp. ver. 


Paris. sive 4"29’41”4 temp. med.; Connaissance des tems habet 4"27'42". 


10. 


Sit X functio arcus indeterminati x huius formae 


a+a'cosr+a"cos2r-+«"cos3.r—+ etc. 
+5’sine+6"sin?2r+5"sin3e-+ etc. 


quae non excurrat in infinitum, sed cum cosmxz et sinmz abrumpatur, ita 
ut multitudo co&fficientium (incognitorum) sit 2m-+1. Pro totidem valoribus di- 
versis ipsius x, puta a,b, c. dete. dati sint valores respondentes functionis X, 
puta A,B,C,D... (Ceterum valores ipsius =, quorum differentia est periphe- 
ria integra sive eius multiplum, manifesto hie pro diversis haberi nequeunt). Ex 
his datis quaeritur formula pro valore 7’, quem functio X pro quocunque alio 


valore ipsius z, puta # nanciscitur. Habentur itaque 2m-+-2 aequationes 


*) Confirmationi calouli inservit observatio ex art. 5 sine negotio derivanda, summam harum coöfhicien- 


tium esse debere = ı. 
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A = a-r-a’cosa+ a’cos?2a-+a”cos3a- etc. 
+5'sina+5"sin2a+5"sin3a- etc. 
B= a+ucosb+ «a cos 2b-+a"”cos3b—+ etc. 
—+5’sinb+ 6" sin25+5"”sin35-+ etc. 
C = at mcose+a”cos2c+a"”cos3c—+ etc. 
+5’sinc+5"sin2c+5"sin3c-+ etc. 
D = a-+u'cosd+a"cos2d + a”cos3d+ etc. 
+5’sind+5"sin2d+5"sin3d-+ etc. 
etc. 
T= a+tacost+a"cos2t-+-a”cos 3t+ etc. 
—+56'sin?+ 5"sin 2?+5"sin 3t-+ etc. 


Multiplicando has aequationes resp. per 


PO erees 7 TrEee TI rer Berge Tre 
FO OT SO TISOREL TEE) 
pr Ten LIISUERLZTET 
sin} (d—a)sin} Pen Tore Fer ya sin} (d—t) 


etc. 





1 
sin 4 ((—ajsin $(?— bJsin$ L—eJsing td)... 





addendoque producta prodeat 


4 
sing (a—b)smg(a—e)sing(a—d)....uing(a—t) 





7 sin 4 (d—a) sin lb— e)sing(b—d)....sing(5—) 
Ri BEFOCEFSRENE FEN... [ERENERE RAS SEIERLCHER 
sintf{e—a)sing(c—b)sing(e—d)....ing(e—t} 

D 
Fre -eiara Hin. 


+ ete. 
—— m, = z Zum ———— — 
Ta + (t—a) ung —bjeinglt—e)single—d).... 
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Tune ex art. 2, ubi m idem erat, quod hic est 2m-+-2, adeoque casus se- 
cundus locum habet, fit W = 0; quamobrem multiplicando per 


sin +(t— a)sin $ (?—b}sin } (t— e)sin4(t—d)... 


prodit 








e_ sing (t—b)sing le —e) inH t—).... 
ve Se Teteasesı A 
siny (t—a)sing(t—e)sin(i—d).... 
+46 Jar - Jar. ? 
siny+(f—a}singlf—b)singft—d).... 
TR 4le—a)sing(e—b)singlce—d).... c 


ein + (—a}siny(f—b)sintlt—e).... 
Faden +ld—b)sin 4(d—e).... D 


-F etc. 


Quum haec formula indefinite pro valore quocunque ipsius £ locum habeat, ma- 
nifestum est, si producta sinuum in numeratoribus in cosinus sinusque arcuum 
multiplicium evolvantur, id quod provenit cum 











a--a’cost+ a” cos2t+ a” cos3t—+ ete. 
+5'sint+5"sin 2?+5"sin3?+ etc. 


identicum esse debere, unde coöfficientes «, «, 6’, a”, 6" etc. innotescent. Üete- 
rum formula pro T, ut hic exhibita est, ita est comparata, ut sponte et sine cal- 
culo pateat, substitutis pro # resp. a, b, c, detc. valoribus propositis A, B, C,D 
etc. probe satisfieri. 


11, 

Si multitudo valorum datorum A, B, C, D etc. unitate minor esset, quam 
supposuimus, puta — 2m, hi non sufficient ad determinationem 2m-1 co@f- 
ficientium incognitorum, nisi inter eos relatio aliqua cognita fuerit. In hoc ita- 
que casu expressio generalis pro T aliter exhiberi nequit, nisi ita, ut constan- 
tem incognitam implicet. Ratiocinia art. praec. hic adhiberi non possunt, quo- 
niam summatio W = 0, ex art, 2 petita, suppositioni innixa est, multitudinem 
quantitatum A, B... T esse parem. Formula quidem in art.praec. pro T' in- 
venta valoribus 4, B etc. generaliter satisfacit, sive horum multitudo par sit 
sive impar: sed levi attentione perspicitur, ex evolutione productorum e sinubus 
prodire, in nostro casu, expressionem propositae non similem, sed huius forınae 
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Acosgt+ Wcostt+MW"cos$t+ etc. 
+ Bsingt + B’sin$t+B”singt—+ etc. 


Quamobrem pro hoc casu viam aliam ingredi oportebit. 
Multiplicetur X per cos($2+-k), proditque, si termini ultimi in X sta- 
tuuntur a”cosmc—+5"sinmxr 


acos(He+A)++acos($r+k+ra’cosde+k)+.... 
+4a"cos(m+4)2+A) 


+racos(e—k+ta'cos($r—k)+4a”cos(ir—k)+.... 
++a”cos((m—+)2— k) 


+45 sin($e+k)+46"sing ++... 
+45”"sin(m-+4)2+%) 


+46’sin}e—k)+46"singe— RM +45"singe—h)+.... 
+48” sin (m— He —h) 


Iam si in hac expressione pro x successive substituitur a,b, e,d....t, quod 
inde provenit resp. per 


ein + (a Ten - 16-29... se 
rUEOrTenr ner er rrgn) 
Ge EHRT 
a mia single) 


etc, 








s 
sing (£— a)siny(—b)sing et — cJsint(£ —d).... 
multiplicatur, productorumque aggregatum = W ponitur: ex iis, quae in art. 2, 
(in casu priori, ubi m idem erat, quod hic est 2m-H1) tradidimus, facile sequi- 
tur, haberi 
W= yl2i)"a"rcos(Hta+b+c+d+...+1)+K) 
+ Has" 6" sin (dab +cHd+...+t)+A) 


Ex altera vero parte erit 


To: Et Acos $(t—a) 
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Wi), „Ba 
sin $(a—b)siny(a— e)sind (a —d)....sing(s—?) 


Beos (#5 +%) 


Fane=ejinta- JängB- 4)... nt) 


a RER tet) 
sin} (c— 0) sin +{e— bJain4 (e—d).... single—) 
Deos(4d+%) 





Tara sin} (d— bein 4 (d— c) 2... sin hld—E) 


—+ etc. 


+ Tenttth) 
ein $(—a)sin} ( —bjsin + (!— eJsingle—d).... 


sins(a—b)sing (a— e)singla—d) 
sin + (6 — a) sin $(£— e) sin +iE— d) 


T sin 4 (5— a) sin 4(b— e)sin 4 (b— d) 


sin $ (— a) sing (£— b)sing(t—d) 


Quodsi iam quantitatem X, quae prorsus arbitraria est, = —}t ponimus, 
summam autem a+b+c+d+...—=s (exelusa f), prodit, multiplicando per 
sin+(t—.a) sin 4(t— b)sin4 (— c)sin$ {t—d)... 


.. 


“..r. 


( 
= Beos+(t—b) 


— Cost (t—c) 


Eu sin H(e— a) sin (c—b)sin+ic— d) 


sin 4 (t—a)sing (Ü—b)sin$ (f— ce) 
+ sin 4 (d— u)singlid— b)sing (d— ec) 


-+ etc. 





— Deos+ (t—d) 


+ 2°°17#" sing (t—a)sin4 (t—b)sin+{—c)sint(t—d)... 


x ja”costs+65"sinys] 


Circa hanc formulam quasdam adhuc annotationes adiicimus 


I. Est #1” — +1, vel —1, prout m par est vel impar. 


II. Quum formula indefinite pro quovis valore ipsius # valeat, necessario, 
evolutis sinuum productis in sinus et cosinus arcuum multiplicium, cum formula 


pro X, si pro z scribitur ?, identica erit, i. e. cum 


at acost+a”cos2t-++- etc. 
+5'sint+5"sin2?-+ etc. 


Ill. Determinantur itaque omnes coöfficientes a, «', 6’, a”, 6" etc. per quan- 
titates cognitas, atque unicam incognitam a”cos+s+5"”"sin}s, quamobrem, si 
qua inter illos relatio insuper datur, omnes ex asse facile poterunt assignari. 


36 * 


284 NACHLASS. 
IV. Quodsi autem tantummodo expressio eiusdem formae ut 


at a'cost-+a”cos2t-+ etc. 
+5'sint+5"sin2f-+ etc. 


quaeritur (sive cum hac identica sit, sive non), per quam valores propositi 
A.B,C,D etc. repraesententur, sipro # resp. a,b.c,d etc. substituitur: quantitas 
a” cos+s+6"sints ex incognita arbifraria evadit, quam si placet etiam — 0 
statuere licebit; reveraque formula nostra pro T' ita comparata est, ut absque 
calculo sponte pateat, hacce eam proprietate praeditam esse. 


12. 


Operae pretium erit, transformationem ei analogam, quam in art.4 expli- 
cavimus, etiam ad formulas art, 10 et art, praec., si ibi a”"cos$s-+-5"sin$s —= 0 
ponitur, applicare, quo pacto hos duos casus diversos sub formula unica compre- 
hendere licebit. Crescat itaque multitudo quantitatum a,b,c,d... successive 
ab una a, ad duas a, db, deinde ad tres a,b, c etc.; evolvatur alternis vicibus 
per artt. 10 et 11 valor, quem £ pro singulis his suppositionibus nanciseitur, tan- 
dem quisque valor a proxime sequente subtrahatur, sequenti modo: 


A 


in —b it—a) 
re „Acos (ta) + Boost (t—b) 








sinz{f-—- 5) sing ld—r) sinz(f-— a)sing(t—e) sing (t- a)sin+(—b) 
sint{a-—-b)sinjia —e) Tee Tan a) sin g(e— b) Ü 


etc. 


Hic differentia inter valorem primum et secundum fit 


B 


* j 4 
= sin+{t—a)cos+ (t—b) Freezer] 


Differentia inter valorem secundum et tertium 


Acostia— ec) __Beost{b—e) 


c 
= sint(f—a)sin} CN gear ar tier! 


Quae operatio si ultra continuatur, facile emergit lex generalis. Scilicet sta- 
tuendo 


THEORIA INTERPOLATIONIS METHODO NOVA TRACTATA. 285 














’ A 3 
4= Bat an 
Pe He SRH I. 0 er 
ins sing le- b)singla—c) T sinld— ajain Hld—c) sin + ie — alsin}(e—b) 
A" — A a ur + - BSH _#» 
sin$ (a —b)sin $ (a — c}sin + {a — d) sin 4 (b—a)siny(b — e)sing(b—d) 
c D 
Farben Faces j 
A"—_ Acos}(a— e) 
7 sing (a—-b)sin 4 (a — c}sin 4 (a — d)sin$(a— e) 
hi Bent  _ 
sin + (b— a) siny(b — e) ing lb——-d)sinyd— e) 
3 Ceostlc—e) 








sin 4 {ce — a)sin 4 (ce — bj sing (e— din gle— e) 
Doos$(d—e) 
MCITEOTTTeOr Terre eer) 
E 
7 sin +{e — a)sin $(e — b)sing (e— e)sin $le —d} 
ete. fiet 


T == A+4' sin$(f—a)cos+(t—b) 

+ A" sin+(t—.a)siny+(—b) 
+4" sin$(t—a)sin$ (— b)sin + (t— c)cos+{t—d) 
+ A"sin }{t—.a)sin +[t—b)sin$ (t—e) sin 4 (t—d) 
+4" sin 4 (— a) sin4 (*—b)sin + (t— c)sin4 (—d) sin} (t— e) cos+(t— f) 
+A"sin +(£—a)sin + (—b)sin 4 (t—c)sin +(— d)sin+(t— e)sin+{f—f) 
+ etc. 

quae progressio ad totidem terminos continuanda est, quot valores functionis X 

dati sunt. 

Coefficientes A’, A”, A”, A”etc. etiam per algorithmum sequentem com- 
putari possunt. Designetur per B’, B”, B”, B" etc. id quod illi resp. fiunt, si 
a, A, bs B, c Cd, D etc. 

resp. mutantur in 
bs, B« Cd D e E etc 


Porro transeant 


A, 4”, A”, A"ete. in C*, C”, C”, C” etc. velin D', D’, D", D" etc. etc. 
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a, Ab, B, c, C, d, D etc. 
resp. mutantur in 
c, Cd D, E, f, F etc. 
vel in 
d, De Ef, F, 9 6 etc. 
. etc. 
Tune erit 
’ A—-B ’ BEER 3—=(C # nn e—-D. 
A=- Hy Fein (Tann u 
"„ __ JHoostla—c)—B' „__ B’oos4lb — d)—C' 
A singla—c} B’= sin} (b—d) eic. 
m __ Arcontla— ce) + A singla— ed) — B” -__ B” cost (b— d)+ B’siny(b- d)—C” 
A’= sin4(@ —d) . B a 7) er ne. 
Zt — Zur = I)—C” 
Ag ae 
"Arena +A"ingle—)— 3” pr _ Bros) + Bine)” 
AT Tale) en in > 
A" — a 1 net Tue a6 B" — Boos —h)—C" etc. 
sin} (eg) singla—h) 
etc. 


Lex formationis hie satis obvia est, si modo observetur, numeratores in valori- 
bus pro A”, A”, 4”, 4', A" etc. (valor pro A’ ab hac regula excipiendus est) 
alternis vicibus e duabus vel tribus partibus constare. 


13. 
Tarorema. Si X est functio arcus = formae (F\) 


a+acosz+a"cos2r-+a”cos3r-+ etc. 
+6'sinz+5"sin22+B5”sindr-+ etc. 


vel huius formae (G) 


yeos$e+-ycos }r+ y"cos$.e+ ete. 
+ösinge+ singe +ö"singe+ etc. 


positoque 2 = a, valor functionis X fit = 0: erit X divisibilis per sin$(e—a), 
quotiensque in casu priore formae G, in posteriore formae F. 

Demonstratio. Casus prior. Si in functione X pro quavis parte cosn.z 
substituitur cosne—cosna, pro quavis parte sinnz autem sinnz-——sinna, 
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denique pro a, a—a sive 0, manifestum est, partes determinatas hoc modo ad- 
iunctas, mutuo se tollere adeoque functionem X hoc modo non variari. Singu- 
lae vero partes ipsius X nunc per sin+t[#—.a) divisibiles erunt, puta 
reg ein ln —H)2+ra) 
— 2sin(n—})=+4a) 
— 2sin((fr —3)2++a) 
— etc. 
— 2sin ((+e+(n—4)a) 
ee = +2cos(n—4)c+ta) 
+2cos(n— })e+-}a) 
+ 2cos(n— 3) —}a) 
— etc. 
+2cos(+e+(n—})a) 
Uterque coöfficiens manifesto ad formam @ reduci potest, quamobrem etiam tota 
X per sin}(=—-a) divisibilis, quotiensque ad formam @ reducibilis est. Q.E.D. 
Casus posterior. Si in functione X pro quavis parte cosnz (desig- 
nante iam n non ut ante integrum, sed integri imparis semissem) substituitur 
COSnE— cos + 2—a)cosna, pro quavis parte sinnz autem sinnr — cos+{z—a)sinna, 
manifestum est, partes, quae hoc modo functioni X accedunt, mutuo se tollere. 
Singulae autem partes ipsius X nunc per sin$(z—.a) 








adeoque X non variari. 
divisibiles erunt, puta 








— na _ __2sin ((n— 4) + +a) 
— 2sin(n—$)2+}a) 
— 2sin (mn — $)2-+3a) 
— etc. 
— 2sin(2+(n—1)a) 
— sinna 

a = +2cos(r —4)2+%a) 
+2cos(n—$)r+%a) 
+2cos(n— 3)2-+$a) 
+ etc. 
+ 2c0s(r+(n—1)a) 


+ cosna 
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ut per multiplicationem facile confirmatur. Uterque quotiens est formae F. (Quam- 
obrem funetio tota X per sin${r—.a) divisibilis, quotiensque ad formam F 
reducibilis ert. Q.E.D. 


14, 
Tneorema. Si functio X formae F vel G pro pluribus valoribus diversis *) 
ipsius x, puta a,b.c,detc. fit = 0, per productum 


sin (2 —a)siny (= — b)siny(e— c)sin (er —d).... 


divisibilis, quotiensque vel eiusdem formae erit ut X vel diversae, prout multitudo 
valorum a,b,c,d.... par est vel impar. 

Demonstr. Ponatur X — X’siny(x—a), sitque M valor ipsius X’ pro 
z—=b. Hine Msin$(d—.a) erit valor ipsius X pro 2=b, qui quum esse de- 
beat —= 0, necessario erit M— 0. (Quare X’ divisibilis erit per sing (= —b) 
et simili ratione quotiens hinc oriundus per siny(e—c), et sic porro. Quare X 
divisibilis erit per productum 


sink(2—a)sing (2 —bjsing(2— eJsiny(e—d)... Q.E.D. 


Altera theorematis pars tam obvia est, ut demonstratione opus non sit. 
Ceterum aeque obvium est theorema inversum, si X per productum 


sin g(2 — a)sin g(e— b)sinyg(@ — e)sing(e—d).... 
divisibilis sit, ipsius valorem fieri = 0, siipsi x aliquis valorum a, b, c, d etc. 


tribuatur. 


15. 

Ex theoremate praec. sequitur, si functionis X, formae F', valores pro 
z=a,b,c,detc. resp. sint 4, B, C, D ete., quamıvis aliaım similem functionem 
arcus x, quae iisdem valoribus satisfaciat, sub formula X+PY contentam esse 
debere, ubi per P designamus productum 


sin (2 — a)sin „(a —b) sin a (a —e) sin (a —d) etc. 


per Y autem functionem indefinitam arcus x, quae sit vel formae F vel formae 





*| Adiecta eadem restrietione, quam in art. 10 exhibuimus. 
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G, prout multitudo valorum a,b, e, detc., quam per a designabimus, par est 
vel impar. Jam observamus: 

I. In artt. 10, 11, 12 eruere doeuimus funetionem X ordinis m" (i.e. ultra 
cosmz et sinmz non progredientem), quae p valoribus propositis A,B,C, Detec. 
satisfaciat, ita ut m sit — $p —3$, vel $p, prout a impar est vel par. Pro- 
ductum P manifesto est ordinis 4a". Quando itaque p impar est, adeoque Y vel 
ordinis 4 vel altioris, erit PY ordinis ad minimum + +4" adeoque ordinis al- 
tioris quam X, unde colligitur, functiones alias quam X, quae iisdem valoribus 
propositis satisfaciant, non dari, nisi ordinis altioris. Quando vero p est par, 
PY tunc tantummodo fit ordinis ze", si pro Y accipitur quantitas definita; 
quare in hoc casu infinite multae quidem funetiones similis formae et ordinis ut 
X dantur, quae iisdem valoribus satisfaciunt, omnes autem sub forma X-+AP 
comprehensae erunt, designante A quantitatem definitam. Eaedem conclusiones 
ex methodo, per quam in artt. 10,11 functionem X derivavimus, sponte sequuntur. 

II. Vice versa autem, si quae functio X’ aliunde innotuisset, quae omni- 
bus quidem valoribus propositis A, B, ©, D etc. satisfacit, sed ad altiorem quam 
opus est ordinem ascendit, functionem Y ita determinare licebit, ut X’+-PY 
ad ordinem u — 5” vel zg"" 
termini summi in X, Kcosn@-+ Lsinnz; in P, kcos$p.c-+/sin$pr, accipian- 
turque pro terminis summis in Y hi 


2(Kk+ Zi) 2ı(Kl— Lk) . \ 
p——= en sn 4a + sin (m — 4u)e 


(prout p impar est vel par) deprimatur. Sint 


Hinc calculo facto invenietur, co@fficientes ipsorum cosnz et sinnz in X'+PY 
fieri = 0, siquidem fuerit n>}p; similique modo ex terminis summis functio- 
nis evolutae X'+Pp (qui erunt ordinis n—1*) definientur termini proxime 
inferiores in Y /ordinis n—4+p—1"). Haec operatio eousque repetenda erit, 
donec X’+PY depressa sit ad ordinem non altiorem quam +p, adeoque ad 
ordinem +p — 5", quando p impar est, ad ordinem $g'"”, quando p par est. 
Ulterius hanc depressionem non patere, nullo negotio perspicitur. 

III. In casu itaque priore (quando p impar est) hoc modo necessario ad ean- 
dem functionem X perveniemus, quam per methodum supra traditam e valori- 
bus datis A, B, C, Detc. eruissemus. In casu posteriore autem methodus modo 
exposita suppeditat functionem, quae quidem eiusdem ordinis erit, cuius est 
functio, per methodum art. 12, sive per methodum art. 11, si terminus ultimus 

37 
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= 0 ponitur, oriunda, attamen ab hac diversa esse potest. Sit functio illa X”, 
haec X”; adeoque X"—= X”-+AhP, designante k quantitatem definitam. Po- 
namus terminos summos in X” esse K'costp + L’sintpr; in X” autem 
K"costpr+L’sinjpz, ita utsit X"= K'+Ahk, L'’= L-+hl. Iam non dif- 
ficile est, ex art. 11 vel ex art. 12 demonstrare, si aggregatum a-+-b+c+d-+ etc. 
designetur per s, esse K”cos$s+L’sin}s — 0, unde deducitur 





en K' costs + Z’singe 
—  Recosga+lsings 
2 Ki— Lk . 
Ku Ozean inte 
“ K'i— Lk 
L= u 77 753 TV ig 


Haud difficilius demonstratur, esse 


Fo 


ubi signum superius valet, quando 4p est par, inferius, quando est impar. 
Quare in valoribus modo traditis pro K"et_L” denominator ft =+-; 


zum adeoque 
K'"= (K'sings— L'cos$s)sin$s 


L’= — (K'sings— L'costs) costs 


16. 

Hactenus tales functiones consideravimus, in quibus tum cosinus tum sinus 
adsunt: saepissime vero aut hi aut illi absunt, quae functionum genera seorsim 
tractare conveniet. Utrumque quidem casum ad casum generalem hucusque con- 
sideratum reducere liceret; attamen etiam magis e re esse videtur, hanc disquisi- 
tionem ad problema art. 3 reducere. 

Primo, si constat, omnes co&fficientes 6', 6”, 5” etc. in functione X (art. 10) 
esse — 0, multitudo incognitarum ad m-+1 diminuitur, et proin pro tot valo- 
ribus diversis ipsius x valores respondentes functionis X novisse sufheit. Quo- 
niam vero in hoc casu valor functionis X non mutatur, si pro x substituitur —ı, 
manifestum est, non solum tales valores ipsius =, quorum differentia peripheriae 
vel multiplo peripheriae aequalis est, sed tales quoque, quorum summa est 0 vel 
peripheriae vel multiplo peripheriae aequalis, pro diversis non esse habendos. Aut 
generaliter, ut duos valores ipsius x pro diversis habere liceat, cosinus inaequa- 


% 
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les habere debent. Quibus ita intellectis sint m-+1 valores dati functionis X 
hi A, B, C, Dete., valoribus ipsius x his a, b, c, detc. respondentes, quaeri- 
turque expressio generalis pro valore T', quem functio pro x = 0 adipiseitur. 
Quum funcetionem X in casu nostro etiam sub formam 


y-+yeosaz+ y’(cosz)’—+ y”(cosz)’+ etc. + y”(cosz)" 
reducere liceat, habebimus per art. 3 


T- (cos *— coab) (cost — cosc) (cos t— cos)... A 


(cosa — cos B) (cos a — cosc} (coaa — cosd)... 





\ (cos £ — cos a) (cos t — oose) (coat cosd]... 
= (cosb — con a) (cos5 — cosc)jeoad— cond)... B 





(co8 E— cor.a) (cos £ — coab) (con! — con)...» 
De re rer ce 


& (co8 ? — c0s.a) (cos — conb) (cost — case)... 
(cos d — cos a) (cos d— cos b) (cosd — cos e). . . 


+ etc. 





Secundo, si omnes coßfficientes a, «, a”, «” etc, evanescunt, multitudo in- 
cognitarum erit m, suflicitque adeo, valores functionis X pro totidem valoribus 
diversis ipsius x novisse. Quum valor functionis X pro 2—=—t ex valore pro 
2 —= +1! sponte sequatur (per solam mutationem signi in oppositum), etiam hie 
tales valores pro diversis haberi nequeunt, unde facile colligitur, hic perinde ut 
in casu praec. eos tantummodo valores ipsius x pro diversis agnosci, quorum co- 
sinus sunt inaequales. Praeterea quum valor functionis X pro 2 0, 180°, 360° 
etc. et generaliter pro tali valore ipsius z, cuius sinusest — 0, sponte fiat = 0, 
adeoque iam ex natura problematis datus sit, talem valorem inter m’ datos non 
numerari supponimus. Jam quum constet, esse 


dans _ 2cos (a —1)r+2cos{a —3)2+ 2cosn—5)r+... -+2cosz 


sinz 
pro valore pari ipsius », atque 
— 2cos(n —1)r+2cos(n —3)2r+2cos(n—5)r+.. +2cos2r +1 


pro valore impari ipsius », facile concluditur Ei ad formam 


ö+8'cos 2+ 8"(cos 2)’ +6"(cosz)’+ ete. + 6" (cos 2)" 
37* 
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j ie: 
reduci posse, adeoque, quum valores functionis „, po e—=a.b,c.d... fiant 


ee ee ., haberi per eundem art. 3 


sina' sind’ sine’ sind’ "" 


T sin £ (co8 £ — cos) (cos f-— core) (cost —cosd)... A 
sin a (cos a — cos b) (cos a — eos) [cosa —00sd}... “ 
= sin f (008 E — cos) (con !— cose) (cost — cosd)... B 
sin b (008 5 — cos a) (c0# b — cose) (coab — cosd)... 
Re sin f [cos — cosa) [vonf —conb) (von —cond) ... Ü 
sine (004 0 — cosa) (cosc — cosb)(cose —coad).. . 
es sin £ (008 8 == 208.0) [vo# 2 — cos b} (cost — case)... » 
sin d (008 d — cos a) (cos d — cos b) (coad—cose)..... 


+ etc. 


Ceterum in utroque casu formula pro 7’ cum functione X identica erit, mutando 
tin z, quoniam illa indefinite pro valore quocunque ipsius ? valet. 


17. 
E prineipiis algebraicis facile conclusio petitur, si, pro casu priore art. praec. 
productum 


(cos t — cos. a) (cos *— cos b) (cos t — cos c) (cos f — cosd)) etc. 
pro posteriore autem productum 
sin t(cos *— cos.a) (cos t— cos b) (cos t— cos c) (cost — cosd) ete. 


per P designetur, quamvis functionem ipsi X similem, quae iisdem valoribus 
A, B, C, Detc. pro 2—=a,b, c, dete. satisfacit, necessario sub forma X+PY 
contentam esse debere, ubi Y est functio indefinita arcus x formae 


r 


y-+tyeos#e-+y’cos2r+y"cos3r-+ ete. 


I'heorema inversum, scilicet quamlibet functionem sub forma X+PY conten- 
tam illis valoribus satisfacere, sponte patet. Porro manifestum est, productum 
P esse ordinis m-+1", adeoque proxime altioris uam X; quamobrem alia functio 
ipsi X similis quae iisdem valoribus satisfaciat non datur, nisi ex ordine altiore 
quam X, 

Vice versa, si quae functio X’, ipsi X similis quidem, sed altioris ordinis, 
aliunde innotuit, quae valoribus datis A, B, C. Dete. satisfacit. functionem Y, 
eius quam tradidimus formae, ita determinare licet, ut X’+PY ad ordinem 
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m'"” deprimatur, unde necessario functio X ipsa, quae e valoribus A, B, C, D ete. 
per methodum art. praec. eruitur, prodire debebit. Quum methodus terminum 
summum functionis Y atque inde deinceps inferiores evolvendi, tamquam casus 
specialis e methodo in art. 15, II tradita peti possit, non opus est, huie rei hie 
diutius inhaerere. 


18. 

Omnes disquisitiones praecedentes superstructae sunt conditioni, X esse pro- 
gressionem cum cosinu sinuque arcus mx abruptam. Quae conditio si locum non 
habet, tot valores ipsius X, quot cognitos esse hactenus assumsimus, manifesto non 
sufficiunt ad determinationem completam, expressioque pro 7’ in variis quos con- 
sideravimus casibus tradita, correctione opus habebit, a co&fficientibus sequentibus 
in X pendente et per summationes artt. 1 et 2 facile assignabili. Quodsi autem 
series X, sive in infinitum excurrat sive uspiam abrumpatur, tantopere convergit, 
ut partes post cosmz et sinmxz sequentes pro evanescentibus haberi possint, 
etiam illam correctionem negligere licebit, adeoque valorem T' saltem proxime 
verum nacti erimus. Quomodocunque vero haec se habeant, 7’ certo functionem 
verae similem simplicissimam exhibet, per quam omnibus valoribus propositis sa- 
tisfieri potest. 


19, 

Imprimis frequens, maximaque adeo attentione dignus est casus iste, ubi 
valores arcus x, pro quibus valores functionis X dati sunt, progressionem arith- 
meticam constituunt, in qua terminorum differentia aequalis est co&fficienti, ex 
divisione peripheriae integrae in totidem partes quot sunt termini orto, ita ut si 
progressio ultra terminum postremum continuaretur, termini primi peripheria in- 
tegra aucti rursus deinceps prodituri essent. Postquam itaque disquisitionis ge- 
neralis praecipua momenta in praecedentibus absolvrimus, huncce casum, ubi 
termini dati quasi periodum completam constituunt, coronidis loco seorsim copio- 
sius tractabimus. Antequam vero hanc disquisitionem ipsam aggrediamur, duo 
lemmata erunt praemittenda. 

Lemma Prosum. Siarcus a,b, c,detc., quorum multitudo est p, constituunt 
progressionem arithmeticam, in qua terminorum differentia b—a = c—b=d—c 
etc. est — a productum ex p factoribus P= 
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sin 4(£—a)sin} (—b)sin }{t—e) sin} (t—d) etc. 


ft = zei ‚ ubi signum superius vel inferius valet, prout p par est vel impar. 

Demonstr. Potest quidem hoc theorema facile ex alio ab ill. Euzero in In- 
trod. in Anal. Infin. I, $. 240 tradito derivari; ne quid vero hic desiderari vi- 
deatur, demonstrationem aliam paucis hie explicabimus. 


I. Si productum P primo ponitur sub formam 
cos 4 (—a— 180°) cos 4 (t —b— 180°) cos + (—c— 180°)cos4 (—d— 180")... 


atque tunc secundum algorithmum sinuum notum in aggregatum cosinuum evol- 
vitur, facile perspieietur, inde prodire functionem vel formae F vel formae G 
(art. 13) ad ordinem 4""" ascendentem, terminumque summum fieri 


= jun 008 Het —a— dc —d— etc. — x 180°) 


= zu 608(4 (ft — a— 360°) + 90°) 


= — 2; sintp{t—a— 360°) 


— gası 
= — sin} p(t—a)cosax 180° 
= Fasintplt—a) 
signo superiore pro valore pari ipsius y valente, inferiore pro impari. 
IL. Quum sintp(t—.a) fiat = 0, siipsi # aliquis valorum a. b, c, dete. 
tribuitur, per theorema art. 14 erit sin$p(?—a) per productum P divisibilis; 
quotiens autem necessario erit quantitas definita =, quoniam sin$tp{t—a) et P 


eiusdem sunt ordinis. Manifesto autem (per I) ex aequatione P= zsin+p[t— a) 
sequitnr esse h —T 2""", adeoque P= Fett Q.E.D. 


Leuma Secuxpum. Siarus a,b,c,d... eodem modo se habent, ut in lem- 
mate primo, productum er y. factoribus 
(cos ? — cos a) (cos t — cos b) (cos *— cosc)/cost—cosd)... 
fit er Le 


Demonstr. Quum fiat 
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cost — cosa — 2sint(t—a)siny(—t—.a) 
cost— cosb — 2sin+{t—b) sin (—t—b) 
cost —cosc —= 2sin}{— c)sin}(—t—c) 
cost—cosd = 2sin$(t—d)sint (—t—d) 
etc. 


productum ex his factoribus fit, per lemma primum 


Pe ar „ piatelen ) x ni 1 me 


an am 


sin t—a pl=t—a cos ut — a 
. ent opened. = mem QED. 
Quum habeatur 
sin+p(l—a) = —sin+p(t—b) — sintp(t—c) = —sintp(t—d) etc. 


nec non cospa — cospb — cospc — cospd etc.: manifestum est, productum 
in lemmate primo fieri etiam 


Ze ante) = FetetZe _ an at or 
=E 2 


gpri am 


nec non productum in lemmate secundo fieri etiam 


cost —oosub _ cospt—cosue _ cospt—cosud te 
ER * — ve  * — VE a © Bun * 
20. 


Consideremus primo casum generalem art. 10, ubi X est formae 


a+acose+a’cos2r-+a”cos3r +... +al”)cosmr 
+5’ sine+6"sin2r+56”sinde+... +6 "sinmr 
atque a = 2m-+1. Hic igitur erit 
sin+(—b)sing(t— c)sin$(t—d)... = a, 
= zal1+ 2008(—a)-+ 2008 2(—-a)-+2c0s3 (t—a)-+.. ‚+ 2008m(t—e)) 


unde substituendo a pro t 


sin +{@—b)sin+(a— c)sint(a—d)... = 
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Hinc in formula art. 10 pro T', fit co&fficiens ipsius A 
—— „(14 2cosft—a)+ 2008 2t—a)-+2cos3(lt—a)+... + 2cosm(f—a)) 


Simili modo fit 


sind u(t— bh) 
Teint —b) 


= — (14 2eos{—b) + 20082(f—b) + 2c0s3( —b) +... + 2cosm(t—b)) 
atque 


sin${f— a)sin$(t—c)sing(t—d)... = 


sin+{b— a)sin4(b—edsing (b—d)... = — 
Hine co£fficiens ipsius B in formula pro T fit 
== „(1+2c0s(—b) + 20082 (—b)+2c0s3(£—5)+ ... + 2cosm(t—b)) 
Prorsus similes erunt co@fficientes ipsorum C, D ete., unde tandem concluditur, 
fieri 
T= (A+B+C+D+...) 

+5 (Acosa —+-Beosb +Ccose +Dcosd +...)cost 

+; (Asina +Bsinb +Csince +Dsind -+...\sint 

+; (4cos20+ Bcos 25+ Ccos2c+Dceos2d-+...)cos2t 

+; (4sin2a+ Bsin25+ Csin2c+Dsin2d-+...)sin2? 


+ etc. 
+ (A cosma-+ Beosmb + Ccosme-+- Dcosmd—+...;cosmt 


+ (Asinma+ Bsinmb+ Csinmc+ Dsinmd+...)sinmt 
Quum haec formula cum 
a+ ua’cost+B'sint+a"cos 2+5"sin2t-+ etc. +a'”"cosmt +5" sinmt 


identica esse debeat, valores coßfficientium «a, «', 6’, @”, 5” ete. hinc protinus 
habentur. 


21. 
Si progressio pro X cum terminis cosmx et sinmxz non abrumpitur, sive 
in infinitum excurrat, sive finita sit, valor pro 7’ in art. praec. inventus incom- 
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pletus erit, itemque valores singulorum coöfficientium «, a’, 6’, a”, 6" ete. ibi 
traditi correctione opus habebunt. Haec autem commodius per methodum sequen- 
tem quam per summationem art. 2 determinatur. Ante omnia observamus, esse 


cosna—tcosnb-+cosnc+cosnd—+... = pcosna 
sinna—+sinnb+sinncHsinnd-+... = gsinna 


quoties n est integer per j divisibilis; contra 


cosna—tcosnb+cosnc+cosnd+... = 0 
sinna+sinnb+sinnc+tsinnd-+... = 0 


quoties n est integer per p non divisibilis. Pro casu priore res per se clara est; 
pro posteriore sit summa prima — P, secunda — @, unde facile deducitur 


Peosn{b— a) — Qsinn(b—a) = P 
Psinn(b—a)—+ Qcosn (b—a) = Q 


Multiplicando aequationem primam per cosn(b—a)—1, secundam per sinn(b—a), 
fit addendo delendoque quae mutuo se destruunt 


2 P(1—cosn(b—a)) = 0 


Similiter multiplicando aequationem’ primam per sinn{(b—a), secundam per 
1—cosn{b—.a), provenit addendo 


2 Q(1—cosn(b—a)) = 0 


lam pro casu quidem priore (ubi » per p divisibilis est, et proin cosn/b—-a) = 1) 
hae aequationes identicae sunt, pro posteriore autem (ubi n per x non est divisi- 
bilis, adeoque cosn(b—a) = cos” x 360° non potest esse = 1) consistere ne- 
queunt, nisi fuert P = a Q=0. 

Iam ponamus, post terminos a”cosmc+5"sinmz in expressione functio- 
nis X sequi 


at cos (m+1)2 + a”"t?cos(m + 2).-+ etc. 
+5” sinm +1) +5"t®sin (m +2) + etc. 
valorem vero (incompletum), in suppositione, has partes non adesse, pro T in 


art. praec. inventum, esse 
38 
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y+ycost+y"cos2t+y"”cos3t+...+ y”cosmt 
+ö'sin?+6"sin 2?-+&"”sin3t+... + 6”sinmt 


ita ut habeatur y—= (A-+B+C+D+ ete.) etc. Substituantur pro A, B,C, D 
etc. valores sui, puta 


A=a+acosata"cos2a-+...+a”cosma+ a”t'cos(m-+1)a... 
+5’sina+6"sin?2a—+...+6”"sinma+5"*'sin/m-H1\a... 


etc. 
fietque (per summationem modo traditam) 


y = a+ta*cospa+ a’ cos2pa+a"cos3pa—+ etc. 

+6®sinpa+ 5°"sin2pa+5*sin3pa- etc. 
Y= a+{ar! +at)cospa+{a+-att')\cos2pa+ etc. 
+ Hr) sinpa + (6 + Br) sin 2pa etc. 
0 — 6’ — (bi! Hr) cospa — (BT — BR) 08 2a — etc. 
— (at! _ a#t!) sinpa — (at! — at") sin?2pa— etc. 
Y—= a’ +{ar Hart?) cospa+ {at + a’t*)cos2pa-+- etc. 
+ (67? 4 67°) sin pa + (6°? 4 6° 1°) sin2pa- etc. 
"= 6" — (69? — EN) cospa — (6°? — H’F7?) cos 2 pa — etc. 
— (at? — art?) sinpa — {a — a’Pt?) sin 2pa — etc. 

etc. usque ad 

Y"—a"+ (a "+ at)cospa-- (arm Lat cos2pa-+ etc. 
+ (Br Bet) sin pa (6 "6° t) sin 2pa+ etc. 
(Orr Brt cos pa— (GT HP) cos 2pa — etc. 


"—b"”— 
— (a"_ gt \sin pa— (a _— at”) sin 2pa— etc. 


$i itaque progressio tantopere convergit, ut a”t!, G”+!, a”+?, 5”t? etc. negligi 
possint, valores y, y', Ö' etc. pro veris a, a’, 6’ etc. accipere licebit. 


22. 
Transimus ad casum alterum art. 11, ubi progressio X quidem eadem ma- 
net ut in art. 20, multitudo valorum datorum autem unitate minor est, quam 
multitudo coöfficientium incognitorum, puta — 2m = p. Hic habetur 
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cos + (F— a)sin$(t—b) sin$ (t— ec) sin4 {t—d)... 


_ __$ingelt—ajJcosf(t— a) 

== geamrsin4(t—a) 

= — 1 (008 +Ht—a)+ cost (t—a) +cos$(t—a)+...+ cost t—a)) 

— (14 2008 (t—a) + 20082(—a)+ 2c083(f--a)+...+ 2cos'm—1)(t—a) 
+ cosm it—.a)) 


Quare in formula art. 11 pro 7 coöfficiens ipsius A fit 


—_ „(14 2c0s(t a)+ 2008 2(—a)+ 2 c0s3(t—a)+... 
+ 2cos{m—1)(t— a) +cosm(t—a)) - 


Et prorsus similes expressiones (mutato tantummodo a in b, c, dete.) pro co@fhi- 
cientibus ipsorum B, ©, Detc. inveniuntur. Denique pars ultima ipsius 7 
mitm ins (t—a)sint(t—b)sin 4 (t— cJsiny (t—d)...x ja”"cos$s+5"sinys! 
fit 
— — 1" sinm(t— a) |a” cos(ma-+ (2m —1) 90°) +6” sin (ma + (2m — 1) 90°)! 
—= — sinm (t— a) [a”"sinma— 65"cosma) 


Hinc tandem colligitur 
T= m A+B+C+D-+ etc.) 
— k (Acosa—+ Beosb-+ Ccosc+ Dcosd-+ etc.) cost 
+,14 sina+ Bsindb+ Csinc+Dsind-+ etc.)sint 
+z(4 cos 2a-+- Beos 2b+ Ccos2c—+ Dcos2d-tHete.)cos2? 
+7 (4sin2a+ Bsin25+ Csin2c+ Dsin2d-+ ete.)sin 27 
—+ etc. 
+; (Acosma-+Beosmb+ Ccosme+ Deosmd--ete.)cosmt 
+, (4sinma+ Bsinmb+ Csinmc+ Dsinmd--ete.)sinmt 
+ a” sinma — 6” cosm.a) (sin ma cos mt — cosmasin mt) 
(Juae expressio, si, rescissa parte ultima, per 
y-+ y'cost+y’cos2t+- etc. -+ y"cosmt 
+&'sin ?+6"sin2?-+ ete. +6” sinmt 
38* 
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exhibetur, omnes coöfficientes y, y’, d', y', 6” ete. praecise eosdem valores ha- 
bere patet, ut in art. praec., ubi erat ep = 2m-+1, exceptis duobus ulti- 
mis y”, 6”, qui illic duplo erant maiores. Porro liquet, omnes coöfficientes 
a,c,c'...a"!, 6, 6'...6"1 illis y. Y, Y%...Y 6, 0°...0”! resp. aequa- 
les adeoque cognitos fieri, inter ultimos «",5”" autem haberi aequationes 


a” — y”"+(a”"sinma — 5"cosma)sinma 
6” — 6" — (a”sinma— 5" cosma)cosma 


quae tamen (ut ex natura problematis praevidere licebat) non sufficiunt ad deter- 
minationem completam coöfficientium a”, 5”. Scilicet quum fiat 


cosma — — cosmb —= cosme = — cosmd etc. 
atque sinma = —sinmb = sinme — —sinmd ete. 
adeoque Y- ——(4—B+ C—D+ etc.) 





ar — m 4—B+ C—D+ etc.) 
facile perspieitur, utramque aequationem contentam esse sub unica 
a"cosma+5"sinma — (A—B+ C—D-+ etc.) 


Aliam itaque insuper relationem inter a” et 5” datam esse oportet, ut utrum- 
que coöflicientem penitus assignare liceat. 


23. 

Si progressio X cum cosmx et sinmxz non abrumpitur, valor ipsius 7 
in art. praec. inventus incompletus erit, co£fficientesque 7, y', ö' etc. a veris 
a,c', 6 etc. diversierunt. Et quidem facile perspicitur, si coöfficientes termi- 
norum sequentium in X per eosdem characteres denotentur, quibus in art. 21 
usi sumus, pro y, y'. ö'ete. usque ad y”', ö”" prorsus eosdem valores prodire, 
quos illic eruimus; duos ultimos autem fieri 


m 7, "a" cosua+ +ia””" +0") cos2pa-+ etc. 
+46" +5") sinpa+4(5°"+5°")sin 2pa+ ete. 
ö"— a ar, cospa — +(6”" — 5°”) cos 2pua— etc. 


— +{a" — a”) sinpa — 4 {a’”" — a”) sin 2pa — etc. 
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In hoc itaque casu coöfficientes y, y', 8’, y, 6"... 1,6”! pro veris 
a,a',b', a", 6"... a”',6”" adoptare licet, quatenus sequentes a”t!, H”"#! etc. 
negligi possunt; ad ultimos vero y”, 6” nisi ipsi pro negligendis haberi possunt, 
haec conclusio non est extendenda. 


24. 
Per disquisitionem inde ab art. 20 traditam eo pervenimus, ut propositis p 
valoribus functionis X arcus indeterminati =, periodum completam formanti- 
bus, functionem (X’) = 


y+yeose+y"cos2r +... +y"cosmx 
+Öösine-+ö’sin2r-+...+6”sinmze 


quae illis omnibus satisfaciat, assignare possimus, ita, ut numerus m, ordinem 
huius functionis exprimens sit vel = }p —4} vel = }p, prout j impar est vel 
par. Ex artt.15, 19 concluditur, quamvis aliam similem functionem, quae iis- 
dem valoribus satisfacit, sub forma X’+ Ysintu(2—a) contentam esse debere, 
ubi Y functionem indefinitam arcus x exhibet formae G vel F (art. 13), prout p 
impar est vel par. In casu priore praeter X’ functio alia similis non datur, iisdem 
valoribus satisfaciens, nisi ex ordine altiore, unde X’ cum X identica erit, si 
constat X ordinem m" non egredi. In casu posteriore autem infinitae quidem 
aliae similes funetiones ordinis m“ iisdem valoribus satisfaciunt, omnes tamen in 
eo convenient, quod sub forma X’+Asinm(z—a) contenti erunt, designante 
h quantitatem definitam: quamobrem, si constat X ordinem m'"" non egredi, 
saltem X et X’ aliter quam in coöfficientibus ipsorum cosmx et sinmr 
non discrepabunt; in functione X’ autem inter hos coßfficientes aequatio 
y"sinma—ö"”"cosma = 0 locum habebit. Porro patet, si qua functio X” si- 
milis formae ut X’, quae iisdem valoribus satisfaciat, aliunde constet, iisdem sa- 
tisfieri per functionem quameunque X’+ Ysin$p(r—a), atque Y ita deter- 
minari posse, ut haec functio ordinem m” non egrediatur. Ad hunc finem ob- 
servamus, si qua pars ipsius Y exhibeatur per Kcos(«x-+-A), designante K 
coöfficientem definitum, X arcum definitum, x numerum vel integrum vel fractione 
+ affectum (prout p par vel impar! — ad quam formam singulae partes reduei 
possunt, si cosinus et sinus eiusdem arcus contrahuntur — pars respondens pro- 
ducti Ysin$p(@=—.«) exhibebitur per 
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3 Ksin («+ 4p)e+k— pa) —4 Ksin (a— + pe A+4pa) 
sive quod eodem redit per 
Lsin& + 1)— Lsin({) 





ple+l-+-pa) 


designante A integrum. Quocirca in X” pro quavis parte Lsin(kx—+-/) sub- 
stituere licebit hane Zsin(A—p)r—+/—+pa) et simili ratione pro hac rursus 
Lsin({%— 2p)e+1+2xpa) porroque Lsin(%—3p)e+/+3ua) etc. Ut similis 
- conclusio ad cosinus extendatur. sufficit observatio, cosinus pro sinubus prodire, 
si modo pro 7 scribatur /+90°. Hine colligitur, si in X" occurrat terminus 
Lcoskr, designante A integrum maiorem quam #p, qui proin sub formam 
K—=vp-+X poni potest, ita ut v sit integer atque X non maior quam }p, pro 
isto termino substitui posse 


Leos(+Xr-+vpa) = Lcosvpacosir + Lsinvpasini'r 
et similiter pro termino tali Zsinkx substitui poterit 
Lsin(+Xx-+vpa) = Lsinvpacoskir+ Lcosvpa sind 


Hoc modo manifesto functio X” deprimetur ad aliam, ordinis certo non maioris 
quam 4y®. 

Per hane itaque operationem X” semper transibit in ipsam X’, quoties p 
impar est; in casu altero autem, ubi a par est. certo in functionem talem, quae 
tantummodo in coßflicientibus ipsorum cosmx et sinmx a functione X’ diversa 
esse potest. Ut ex illis co@fficientibus co£flicientes respondentes in X’ deducan- 
tur, methodus generalis art. 15 adhiberi potest, ex qua sine negotio sequitur, si 
in illa functione termini ultimi sint Keosme—+ Lsinmz, pro his substitui de- 
bere, ut functio X’ prodeat, 


(Kcosma—+ Lsinma)cosmacosma 
+(Kcosma—+ Lsinma)sinmasinmx 


Hi termini fiunt = Keosme—+Lsinme, siinter Ket Z, aequatio Ksin ma — Lcosma 
locum habet, ut per calculum facile confirmatur:; tune igitur illa functio cum X’ 
omnino iam identica est. 
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25. 

Si funetio X cum terminis cosmr, sinmx® non abrumpitur, sed ulterius 
excurrit, coöfficientesque terminorum sequentium adhuc nimis considerabiles sunt, 
ita ut ipsos negligere non liceat, coöfficientes y, y', ö' etc. in functione X’, quae 
ge valoribus funetionis X periodum completam formantibus, pro z — a, b,c.d ete. 
satisfacit, notabiliter a coßfficientibus respondentibus «, a‘, 6’ etc. discrepabunt. 
Quodsi itaque pro periodo 2 = a, b, c, dete. periodum aliam p terminorum, puta 
pro 2e=a,b.c,d'etc. simili modo tractamus, functionemque m" ordinis, his 
novis valoribus functionis X satisfacientem evolvimus, et perinde ut X’ per ex- 
pressionem 


y+ywse+y"coos2r-+...+y"cosmr 2 
+ösine-+ö"sin?r +... +6”sinmr 


exhibemus: pro coöfficientibus y, y', ö'ete. iam valores nanciscemiur, ab iis, quos 
ante invenimus, notabiliter diversos. Hinc intelligitur, quo pacto hos coöffieien- 
tes tamquam variabiles spectare liceat, et quidem, quum ex artt. 21, 23 singulos 
perinde per arcum pa’ determinari pateat, ut valores priores per arcum pa, sin- 
guli coßfhicientes considerari poterunt tamquam functiones arcus indeterminati y, 
similiter ut X est functio arcus z. Jam supponamus, py—=r valores functio- 
nis X periodum integram formantes, pro 


z—=ad,«d,...bb,b,...0,c,c,...d,d',d"..,etc. 


cognitos esse, ita ut sit 
BER 1 0 n__ 2, {1} 
a—a+7z360. a — a+-360 etc. 
1 r +1 # 1 > 
b=a+7300°— “+, 360%, H = a+:7 360° — «+, 360° etc. 
ce = a+360° — a+ , 360° etc. 


patetque, hanc periodum x terminorum in v periodos p terminorum pro -» 


za b ud etc. 
za, b, cd, d’ etc. 
2 —=«a, b’, €, d" etc. 
ete. 


discerpi posse. (Juodsi itaque eo quo docuimus modo pro singulis periodis functio 


304 NACHLASS, 


X’ evolvitur, nanciscimur v valores singulorum co&fficientium y, y’, 6 etc., qui 
hisce deinceps valoribus ipsius y respondent 


y=ua y=pa—pa+!360%, y= pa’ — pa-+? 360° etc. 


adeoque periodos completas v terminorum formant. (Quocirca, per methodum no- 
stram, singuli coöfficientes y, y’, 6’ ete. per expressionem talem 


e+Ecosy+e"cos2y-t.... +E"cosny 
+Lsiny+Ll'sin2y+....+ö"sinny 


exhiberi poterunt, ita ut sit n vel = 4v— 4 vel =4v, prout v impar est vel 
par. Manifestum est, talem expressionem eundem valorem ex substitutione 
y= gb, pt, pdetc. obtinere, quem obtinet ex y = pa; nec non eundem ex 
y=yb, pc, ad’ etc, quem obtinet ex y= pa’ et sic porro. Quamobrem si in 


y+tyeose+y’c0s20+ etc. 
+6’ sine +8” sin2:r-+ ete. 


pro singulis coßfficientibus y, y', ö’ etc. hae functiones arcus indeterminati y sub- 
stituuntur, prodibit functio Z, duos arcus x, y involvens, transibitque Z in 
eam functionem X’, quae e periodo prima deducta est. si pro y aliquis valorum 
pa, pb, ec, pdete. substituitur; si vero pro y aliquis valorum pa’, ab’, pe, nd’ete. 
accipitur, transibit Z in eam functionem, quae eruta est e periodo secunda. Hinc 
tandem colligitur, si in Z pro y statim seribatur pr, ita ut functio solius 2 pro- 
deat (X”), hanc ita comparatam fore, ut pro omnibus r valoribus ipsius x, va- 
loribus propositis functionis X satisfaciat. 


26. 

Si methodus artt.20, 22 ad omnes r valores propositos immediate sine prae- 
via discerptione in v periodos minores applicata esset, prodiisset functio [X”) or- 
dinis Ir — vel +r#, prout = impar vel par, quam cum functione X” iam 
comparabimus. Quum haec posterior, si rite reducta est, manifesto ad ordinem 
pn m" ascendat, tres casus distinguemus. 

I. Quando tum p tum v est impar, erit pn m —=4ww—4=4r—4. 
unde patet, X” cum X” prorsus identicam esse debere. 

II. Quando j. par est, v impar, fit an +m = 4uv= +, adeoque X” eius- 
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dem ordinis ut X”. Suffieit itaque utriusque functionis terminos ultimos com- 
parare. Haud difficile perspieitur, hos terminos ultimos in X” prodire unice ex 
terminis y"cosme—+6ö"sinmr. et quidem ex iis terminis coöfficientium y’”*, 6”, 
qui continent cosny et sinny sive cosanx et sinanx. Sint hi termini 


in y”....kcospenze+/!sinunz 
in 6".... Kcospne+!'sinune 


produceturque hinc in X” 
(kcospnz—+ Isinenz)cosmac+ (kKcosune—+!sinunz)sinmzx 
unde prodeunt termini ordinis un -+ m sequentes 
Hk—N)cos{en +m)e+ 4 {14 K)sin(un-+m)z 
lam haud difficile quidem er formatione coöficientium demonstrari potest, esse 
(k— Tsin(an--m)a = (I+k)cosiun + m)a 


praeferimus tamen methodum sequentem, quae concinnior videtur. Ex art. 24 se- 
“quitur, esse 


yY"sin &y—ö"cosjy = 0 


tum si pro y substituitur na, atque pro y”, €” valores ex periodo prima deducti; 
tum si pro y substituitur pa’, atque pro y”, ©” valores ex periodo secunda de- 
ducti ete. Quodsi itaque pro y”, ©” expressiones, quae erutae sunt indefinitae 
substituuntur, ita ut y”sin$y—0ö”cos$y fiat functio arcus y formae G ad 
ordinem n-+-4 = }v ascendens, haec pro omnibus v valoribus ipsius y his 
pa, pa’, pa" etc. fiet = 0, adeoque per art. 14 per 


sint{y—pa)sint{y—pa)sing[y— pa”) etc. 
divisibilis, hinc etiam per sin$}v(y—pa) et proin formae Asintv(y— ga), ita ut 
h sit quantitas definita. Quamobrem termini ultimi funetionis y”sinyy— 6" cost y 
evolutae esse debebunt 


—hsingracos$vy—+ hcos$rasin $vy 


omnes vero antecedentes evanescere: illos vero fieri patet 
39 
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— — ++ K)oosin + Hy+4k—N)sinin+ Hy 
Quocirca erit y(k—!') = hcostra — hcosy (pn +m)a 
ik) = Asingra = Asinglaun+-m)a Q.E.D. 


Haec vero aequatio ipsissimum erit criterium co&fficientium ultimorum functionis 
X”, utin art. 24 ostentum est: quare in hoc quoque casu functio X" cum X” 
prorsus identica erit. 

II. Quando v par est, fit un-m—=4r-+m, adeoque X” ordinis altio- 
ris uam X”. Facile autem perspicitur, omnes terminos in X”, qui ordinem 
4r'"® transcendunt, provenire unice ex iis terminis singulorum coöfficientium 
y, 8’, y", ö” ete., qui continent cosny et sinny sive cosunz et sinpnz. Sint 
hi termini, in expressione pro co£fficiente aliquo y* vel  kcosunzc-+ Isinunz, 
ex quibus producitur in X” 


(kcospnxc+ !sinunz)cosAx in casu primo 
vel (kcospunz—+/sinpnz)sinkr in casu secundo 
unde 
+kcos(un+A)e+4Isin(an+-A)x 
++kcos(pn —A)cr+ 4 lsin[un— Ir 


in casıu primo atque 


— +lcos(en +) e+4Aksin(en+R)x 
+ +lcos(un— ke —+ksin(an— Ar 


in casu secundo. Per art. 24 autem substituere oportet pro cos(un+-A)r sive 
eos(+r+N)r, cosracos(4r—N)r-+H-sinrasin(#r—A)r; atque pro sin(an--A)x 
sive sin($a+A)e, sinnacos($r—A)r— cosrasin(r—N)r. Quare habebimus 
in cası primo 


+ A+kcosra-+Isinra)cos(+r—ı)x 
++(!+ksinza— loosra)sin(4r— A) 
in casu secundo autem 


sl —lcosra+ksinra)cos(+r— Ar 
—+{k+Isinra-+ koosra) sin(r— A) 
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Sed ex aequatione Asingra — lcos+ra, quae in utroque casu inter A et! lo- 
cum habere debet {art. 24), nullo negotio dedueitur 


+{k+ kcosra-+!sinra) = k 
+! +ksinra—lcosra) =! 


Hinc tandem colligitur, pro iis partibus in X”, quae ex terminis ultimis 
kcosay—+ Isinny 


euiusvis coöfficientis y* vel &* producerentur, designante A indicem maiorem 
quam 0, statim substitui posse 


kcos(4r —k\r+ Isin(#r—A)w in casu priore vel 
lcos(+r—I\e—ksin/4r—A)r in casu posteriore 


Hoc modo loco funetionis X”, quae ad ordinem $r + m" ascenderet, aliam 
X” naneiscimur, quae ordinem $r'” non egreditur. Nihil itaque superest, 
nisi ut coöfficientes cosinus et sinus arcus +r.r, qui manifesto in hac functione 
iidem manserunt ut in X”, cum co@fficientibus respondentibus in X” compare- 
mus. Levi attentione autem perspieitur, hosce terminos unice produci ex co&fli- 
ciente primo y, et quidem ex ultimis eius terminis; qui si per kcosny—-Isinny 
exhibentur, illi erunt kcostr.e+/sinyrr, adeoque necessario identici cum 
respondentibus in X”, Hinc itaque colligitur, functionem X”, quae per prae- 
cepta modo tradita loco functionis X” obtinetur, cum functione X’ prorsus iden- 


ticam fieri. 
27. 
Pro eo itaque casu, ubi multitudo valorum propositorum functionis X, pe- 
riodum integram formantiam, numerus compositus est = r—=gv, per parti- 


tionem illius periodi in v periodos p terminorum eandem functionem cunctis va- 
loribus datis satisfacientem eruere in artt. 25, 26 didicimus, quae per applicatio- 
nem immediatam theoriae generalis ad periodum totam prodiret: illam vero me- 
thodum caleuli mechanici taedium magis minuere, praxis tentantem docebit. 
Nulla iam amplius explicatione opus erit, quomodo illa partitio adhue ulterius ex- 
tendi et ad eum casum applicari possit, ubi multitudo omnium valorum proposi- 
torum nuinerus e tribus pluribusve factoribus compositus est, e. g. si numerus p 
39 * 
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rursus esset compositus, in quo casu manifesto quaevis periodus a terminorum 
in plures periodos minores subdividi potest. Ceterum ex pluribus aliis annota- 
tionibus applicationi practicae inservientibus hie sequentes tantummodo attinge- 
mus. Valores talium aggregatorum 


Acoska+ Beoskb+ Ccosic-+ Deoskd-+ etc. = p 
Asinka+ Bsinkb-+ Csinkc+ Dsinkd-+ etc. = g 


{(ubi ut in praecedentibus, supponimus B-a=c—b=d cet.= „360 = ä) 
saepius, siquidem nondum est a = 0, commodius determinantur per formulas 


A+ Bcoskä—+ Ccos21&-+Dcos3IA — etc. = P 
Bsind—+ Csin2A&+ Dsin3Ad + etc. = Q 


p= Pwosa— an q= Psina+ Qcosa, sive etiam faciendo : = tangy. 


atque Eu = m. = R, perhas p — Reos(p-+a), qg = Rsin($-+a). 
28. 

Erxemplum. In commercio literario a clar. barone ve Zach edito, vol. X 
p. 188 invenitur tabula, limitem borealem et australem zodiaci Palladis exhibens. 
Utriusque limites declinatio tamquam functio periodica ascensionis rectae specta- 
tur, quae in tabula illa per singulos quinque gradus progreditur. Ad illustra- 
tionem disquisitionum praecedentium applicationem ad limitem borealem hie fa- 
ciemus, cuius itaque declinatio nobis erit X, ascensio recta x. Excerpimus ex 
tabula illa periodum sequentem 12 terminorum 





x X 

0° | 6°%48’ Bor. — + 408° 
30 IR: 1 RRRRRRE + 89 
60 | ı 6Austr...— 66 
90 0 10 Bor. + 10 
el Be + 338 
180) 18.90.42. + 807 
mm | 5 : Wesipr +1238 
SI Fa en +1511 
210 | 36 38.....:. +1583 
270 24 22....... — 1462 
300 | 19 43....... + 1183 
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Distribuamus hanc periodum primo in tres periodos quaternorum terminorum 


"|A=+ 108 [a = 30° 


d= — A=+ 9" = wil=— 66 
b= WwW|IB=+ 10 = 120° — 
‘= = 


B’=-+ 338 |b’ = 150°|B"=-+ 807 
C=+1511|c" = 240° | C" = + 1583 
D'=-+1183 |d"=330°|D"= + 804 





— 190/| C=—+1238 | ce = 210° 
d= 0’ |D= 1462 || d’ = 300° 





X'= y-+Y'cose-+ y’cos2r 
+ö'sine+ö”sin2r 


y = HA+B+C+D) = 779,5 

y = +{Acosa+ Bcosb-+ Ccose+ Doosd) = +A— C) = —415',0 

+(Asina+ Bsind-+ Csinc+Dsind) = 4(B—D) = — 726',0 

+(Acos 24 + Bcos2b-+ Ccos2c+ Doos2d) = 1A— B+-C—D) 
= -+43',5 


6" — +} Asin24a + Bsin2b + Csin 2c + Dsin2d) = 0 


— 


Ö 
> 


— 


et similiter pro periodo secunda ac tertia. Hoc modo emergit 













Pro periodo | ubi y= 4 n} Y y" 6” 
prima 0° -+779,5 | —415,0 | — 726,0 | +43,5 0 
secunda 120° -+-780,2 | —404,5 | —721,4|+ 9,9| + 17,1 
tertia 240° +782,0 1 —413,5 1 — 713,3 1 +11,7 | — 20,3 


Hic porro exhibetur y per formulam 


+(779',5-+780,2-+ 782,0) 

+34(779,54780,2c08 120° + 782,0 cos 240°)cos4.x 

+ 4(780,2sin 120°+782,0 sin 240°%sin4z 

sive per 
780,6— 1,1cos42— 1,0sin4z, et perinde 

y per —411,0— 4,0c0s42+ 5,2sind« 

6° per —720,2— 5,8cos4r— 4,7sin4z 

y' per + 21,7+21,8c0s42— 1,i1sindz 

ö” per — 1,1+ 1,10084.r-+21,6sind« 


Quibus valoribus in X’ substitutis prodit formula 12 valores propositos exhibens 
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++ 780,6 

— 411,0c082 —720,2sinz 
+ 43,400822r— 2,2sin?2r 
— 4300837 + 5,5sindr 


— 41,lcos4ir— 1,0sindr 
+ 0,3c00852r— 0,3sin5z 
+ 0,1cos6r 


Distribuamus secundo eandem periodum in quatuor periodos ternorum termino- 
rum, quibus singulis itaque per formulam primi ordinis 


X'—= y+Yeosc-+ö'sinz 


satisfaciendum erit. Hic invenitur 


Pro periodo |ubi y=3r2| Y Ö 








prima 0° + 776,3 | — 368,3 , — 718,8 
secunda | 90° + 786,0 | — 414,5 | — 676,0 
tertia 180° —+-785,0 | — 453,0 | — 721,1 
quarta | 270° +775,0 | —408,2 | — 765,0 


unde deducuntur formulae, sub quibus y, y', &° exhibentur sequentes: 


Y +++. +780,6— 4,300832%+ 5,5sin3c+ 0,1 cos6.r 
Y....—411,04+42,3c0s32— 3,2sin3.c+ 0,3cos6r 
©....—720,2+ 1.200837+44,5sin3e+0,3c0s 6. 


His valoribus in y+ y'cos#+©’sin.z substitutis, partibusque ultimis in y, y), 6‘, 
quae cos6x continent, secundum praecepta art. 26 tractatis, prorsus eadem for- 
mula eruitur, ad quam supra pervenimus, 


29. 

Supersunt casus, ubi in functione X vel cosinus vel sinus soli adsunt, quos 
in artt. 16, 17 generaliter tractavimus. Supponemus, ut in praecc., datam esse 
periordum pa terminorum, puta X =4A,B,C, Dete pro zr=a,b.c,d etc. 
Duo vero casus hic probe distinguendi sunt. Aliter enim tractari debet 

1” casus, ubi a est complementum alicuius valorum sequentium b, c. detc. 
ad 360° velad 0 velad multiplum peripheriae. Sit hie terminus a+ 2300", 
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atque a-+— # 360°-a = 1x 360°, sive a— (pl-- N Quare in hoc casu a 


per = divisibilis erit, adeoque sinaa— 0; porro habetur 5b = (HIR+2)"R, 
atque sinab — 0, et perinde de sequentibus c, d etc. Supponendo itaque, a 
esse minorem quam »“ sed non negativum (quod permissum est, quum ab omni- 
‚bus a.b,c, detc. multiplum proxime minus totius peripheriae subtrahere et ex 
residuis minimum, quod proprietate illa praeditum erit pro periodi initio accipere 
liceat), eritvel «= 0, atque b= 360°, c—= 360°, d= 360° etc.; vel 
E_ 180%, b=-180%, c= „180%, d— „180° etc. 

aliter 24° casus, ubi non "est complementum ullius valorum sequentium 
b, c, detc. ad 360° vel 0 vel multiplum peripheriaee. Hic a non erit divisibilis 
per nn adeoque sinpa = sinpb = sinpe = sinpdetc. non = 0, 

In casu posteriore methodus generalis art. 16 statim applicari potest. In 
priore autem ex valoribus a, b, ec, detc. (quos infra 360° reductos esse supponi- 
mus), omnes antea reiicere oportet, qui sunt majores quam 180°, quippe quorum 
complementa ad 360° inter reliquos reperiuntur; insuperque, quando adsunt, 
valores 0 et 180°, siin functione X sinus soli occurrunt: sed quoniam applica- 
tio methodi generalis hac ratione minus concinna evaderet, hunc casum alio modo 
infra absolvemus. Initium iam ab illo casu faciemus, ubi sinpa non est —0. 


30. 
Sit primo X functio formae 


atacose+a'cos2r-+a"cosd3r +... +a"cosnz 


unde esse debebit eg = nt. Hic habetur per lemma secundum art. 19 


(ooe: — con B) [ooa 1 — ons e}{o0t— con) etc. = u x armen 


a |sin pa + 2sin(a— 1)acost+ 2sin[a—2)acos 24 ete. + 2sin acos(a— I)t} 


ja sina 
Facile scilicet confirmatur, productum ex aggregato secundae partis huius aequa- 
tionis per cost—cosa fieri —=sina(cospf—cospa). uare fit quoque, seri- 
bendo a pro ? 


(cosa — cosb) (cosa— cose) (cosa — cosd) etc. — ra Isinga—+ 2sin (a —1)acosa 
+ 2sin (pe — 2)acos2@-- etc. + 2sina cos (u —1)a} 


Aggregatum in hac expressione ft = psinpa, ut inde manifestum est, quod 
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terminus secundus — sinpa—+sin (a — 2)a 

ultimus = sinpa—sin (pe — 2)a 

porro terminus tertius — sinpa—+sin(a —4)a 

terminus penultimus = sinpa — sin (pn —4)a 
etc. 


Hine eolligitur, coöfficientem ipsius A in formula art. 16 pro T' fieri 
jsinpa + 2sin (u — 1)acost+ 2sin [a — 2)acos 2?-+-ete. + 2sinasin (e—1}f! 


re 
Prorsus similes expressiones proveniunt pro cofficientibus ipsorum B, C,D 


etc., mutando tantummodo a in b, c, dete. Quamobrem statuendo 


- urat C+D-+ etc.) 
3 —}Asin(p —1)a-+ Bsin (pe —1)b+ Csin{e—1)c-+ Dsin (p—1)d—+ ete.| 


ge — —— 


BEN 
=  usinna Asin (p—2)a-+ Bsin (a — 2)b+ EC sin{p — 2) c+ Dsin/p — 2)d-+ete. | 
_ sainga(Asin (u—3)a+ Bsin (p — 3)b+ Csin(a— 3)c+ Dsin({a — 3)d-+ ete.| 
etc, 
e— Sing (Asina+ Bsind+ Csine+ Dsind-+ ete.) 


erit 

T = 8-+ecost—+ e'cos 2?+e”cos3t-+ etc, +e"cosnt 

Quum haec formula generaliter pro valore quocunque ipsius ? valere debeat, ne- 
cessario cum X identica fiet, mutata ? in «=, adeoque coäfficientes e, €', @” etc. 


ipsis a’, a, a” etc. resp. aequales. 


31. 
Quum per praecepta supra explicata functio X’ formae 


y+tyesz-+y’o82r+....+y”cosmr 
+6ösine+ö"sin?2r+....+6”sinmz 


quae omnibus p valoribus propositis satisfaciat, et in qua sit m = }p—} vel 
4, prout pa impar est vel par: operae pretium est, hanc functionem cum functione 


modo inventa 
e+ecosz+ e"cos2r +E"cos3r +... +e'cos{fp—1)r 
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comparare, quam per X” exprimemus, Comparando valores co@fficientium 
y. Y-°, y', "etc. in artt.20, 22 traditos cum valoribus coöfficientium e, €’, "etc. 
modo inventis, invenitur 


e=y 

€ —= yY —Ö' cotangpa, er! — 6’ cosecpa 
€" — y’— Ö"cotangpa, er? — Ö"cosecpa 
€" — y”—d"ootangpa, er? — Ö"cosecha 


etc. usque ad 
(He"— y"—Ö”cotangpa, (4)e""—= Ö"cosecpa 


Factor + ipsis e” et e””" praepositus tunc tantummodo valet, quando p par 
est, omittique debet, quando „ est impar. (uo pacto, in casu posteriore, ubi 
p—m=m--1 manifesto omnes p coßfficientes z, €, e” etc. per y, y', ö' etc. 
determinati sunt; in priore vero, ubi m = u—m, pro co£fficiente e'" valores 
duos 2y!*—2ö**cotua, 26"cosecua habemus, quorum aequalitatem ex ae- 
quatione y’*singpa — öf"costpa facile perspicere, et pro quibus igitur etiam 
hune ylH—ö"cotgpa-+ö!"cosecpa adoptare possumus. 
Hinc facile deducitur, esse in utroque casu 


X"— (X’— ö'sin 2 — ö"sin 22— 6”"sin 32— etc. — 6”sinm«) 
= — cotgpalö'coser+ö"cos22r+8”"cos3r +... +6” cosmz) 
+ cosec pa (Ü’cos(u—1)e+8"cos(p—2)c+ ... +6” cos(u—m)z) 


Hine patet, X” ex X’ deduci, si pro quovis termino ö*sinAxr substituatur 


— cotgpa Ö* cosAr-+- cosec pa 8* cos(p — A)ır 
sive 
— Hoosuaconkr +Bconfu— Ir 
sinpa 
cuius praecepti comparationem cum iis, quae in art. 24 explicata sunt, lectoribus 
linguimus. 


32. 
Si functio X cum cosnz non abrumpitur, sed ulterius excurrit, terminis 
sequentibus per a*cospe+ a't’cos{a +1) ete. expressis, habebimus 
40 
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e = at arcosua-+-a"cos 2ua-+ etc. 
j Ay Ia'sinna-+ a®*'sin2ua + a’'t'sin3ua-t- etc. 

— a1sin ka — a®"!sin 21a — a"! sin 3a — etc.} 
e = —_ ja'sinua-+ a®*’sin 2ua + a’"t?sin3u+ ete. 











sinpa 
— a sinua— a"? sin 2ua—a'"sind3ua— ete.| 
etc, 
tn Repr far "sinua—+ a®"!sin2ua-+a”"sin3ua-t- etc. 


— a#t!sinua— at! sin 2ua — a’"t"sin3ua— etc.! 


ex quibus formulis iudicari potest, quatenus differentiam coöfficientium e, €', e" etc. 
a veris a, c, a” etc. negligere liceat. In hoc itaque casu functio X” non erit 
X ipsa, cum qua tamen in eo convenit, quod omnibus j valoribus propositis sa- 
tisfacit. Omnes autem similes functiones his valoribus satisfacientes sub forma 
X"+ Ylcosux— cosua) contenti erunt, designante Y functionem indefinitam 
arcus z eiusdem formae ut X, scilicet a sinubus liberam. Functio X” erit 
unica ordinis pa— 1": quaevis alia similis valoribus datis satisfaciens ad or- 
dinem altiorem ascendet. Quodsi talis functio X” aliunde constaret, omnes 
similes functiones, per quos valores dati repraesentantur, in hac quoque forma 
X"-+Ylcosu 2—cosua) contenti erunt, poteritque Y ita determinari, ut functio 
ad ordinem u—1'"" depressa prodeat, quae erit ipsa X”. Methodus vero fa- 
cillima ad hunc finem videtur esse, si primo ex X” derivetur X’ per art. 24 at- 
que hine X” per art. 31. Sit itaque terminus quicunque in X” Lcosix, pona- 
turque A— kutN, ita ut sit A<p atque Ak integer. Tunc per art. 24 pro 
illo termino scribi debebit in X’ 


Leoskuacoskz— LsinkuasinXr, si X<$u, neque vero X— 0 
Lcos(k+1)aacos(u—N)r+Lsin(k+1)wasin(u—N)e, si N>$u 
Lecos+uacos(k+ +) nacostur+Lsintpacos(k-+4)uasingur, iX—=H4u 


Hinc autem prodit in X”, per art. praec. in casu primo 
LcosknacosXr—+-Lsin ku acotang ua cosXr — Lsin ka cosec ua cos (u— X) 


in casıu secundo 
Leos(k+1)nacos (u—)@— Lsin (k+1)nacotguacos(u —A)r 
+ Lsin(k-+1)nacosecuacosi'r 


THRORIA INTERPOLATIONIS METHODO NOVA TRACTATA. 315 
in casu tertio 


Lcos$ uacos(k-+ 4a costu@ — Lsin+wacos(k + 4)uacotguacostux 


—+ Lsin4uacos(k-+4)uacosecuacos }ux 


quae expressio in omnibus tribus casibus reducitur ad 


Zsin (k +1)aacos\'z— Lsinkuacos(n —A’)z 
sinne 








Quoties autem X — 0, habemus in X’ simpliciter Lcoskua, qui termi- 
nus sine variatione in X” retinetur. 


33. 
Sit secundo X functio formae 
ösine+ 5"sin?2r+5"sin3c—+ ete. +5"sinnz 


unde esse debebit ua—=n. Hic fit, ex art. 30, coöfficiens ipsius A in formula 
secunda art. 16 pro T7' 





= Selanz x M (singa + 2sin (u—1)acost—+ 2sin (u — 2)acos2?-+- etc. 
+ 2sinacos (s —1)) 

= zainge (2 608 (u—1)asint-+ 2cos(u—2)asin 22-+ 2c0s (u—3)asin3t—+ etc. 
+ 2cosasin (un —1)t—+ sin ut) 


Prorsus similes expressiones pro co£fficientibus ipsorum B, ©, D etc. prodeunt, 
mutato tantummodo arcu a in db, c, dete. Quamobrem faciendo 


a SsinmzlA cos (u—1)a+ Beos(u—1)b-+ Ceos(u—1)e+ Deos (u—1)d-+ ete.} 


(= ur | A cos (u—2)a—+ B eos (u—2)b + C’cos (u—2)e-+ Dcos (u—2)d+ ete.} 
"= — — {Acos({u—3)a+ Becos(u—3)b-+ Cocos (u—3)ce+ Deos{u—3)d + ete.] 














— psinua 
etc. 
Au zeingalAcosa-+ Bcos b+Ccosc+Dcosd-+ etc.| 
= nA B+CHD+ ete.} 


erit 
T = (sint+ "sin 2?+4”sin3t—+ etc. +L*sin ut 
Quum haec formula generaliter pro valore quocunque ipsius ? valeat, necessario 
40* 
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cum X identica erit, mutando # in x, unde coöflficientes [’, 6”, [” ete. ipsis 
6', 6”, 6” ete. resp. aequales erunt. 


34. 
Si ut in art. 31 omnibus valoribus propositis per functionem talem 


X'—= y+yeose-+y’cos2r+ etc. +y”cosmır 
+ö’sine+8”’sin2r—+ ete. +6”sinmz 


satisfactum est, existente m = +u— 4 vel = 4u, prout js impar vel par est, 
comparatio huius functionis cum hac 


X"’—=Ösine+L"sin2r+L”sin3e+ etc. +["sinur 
quam in art. praec. eruimus, hasce aequationes suppeditant: 


[== ycosec ua 

"=ö'+r ootgua, [rt y'cosecua 

"= 6"—+Y"ootgua, gr? — y"cosecua 

["— d"+Y"ootgna, > — z"cosecua 
etc. usque ad 

(Hr 6" + Y”cotgua, (4)" = y"cosecua 


- 
* 


ubi factor + co&fficientibus 4”, (P”" praepositus pro eo tantum casu valet, ubi u 
par est, pro altero vero, ubi u impar est, omitti debet. In casu itaque posteriore 
ubi a— m —=m--1, pro quovis coöfficiente £',£” etc. valorem unum per y,y',y" 
etc. et ö’, ö”etc. habemus; in priore vero, ubi u —m=m, pro coßfficiente (}* 
duos aequales, pro quibus etiam valor &*-+ yH*cotgua+y"cosecua adoptari 
potest, Hine colligitur 


X’ = X'— y— Yoos2?— y"cos2r — etc. — y”cosmae 
+ eotgpa(y'sine+ y'sin2r-+y"sin3z+ etc. + y”sinm«) 
+ cosecua(ysinu=+- Yin (u —1)2+ y’sin(a— 2)2+ ete. + y*""sin (u —m)) 


Quamobrem ex X’ producitur X”, scribendo pro y, ycosecuasinue — 1” 
et, pro quovis termino ylcosAz 
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Y'cotgpasinAr-+ y'cosecnasin (u—ı)z sive De geh 


quod praeceptum lectores cum iis, quae in art. 24 tradidimus, ipsi comparent. 


35. 
Si funetio X cum sinnz non abrumpitur, sed ulterius excurrit, terminis 
sequentibus per t'sin(u+1)2+&"*’sin/a+2)x etc. expressis, habebimus: 


(=.al sinua + ö**'sin2ua+ö?"*'sin3ua-+ etc. 
+ 6° sin na +6" ""sin 20a +6 ""sin3ua+ ete.| 
[8” sinua+ ö"**sin 2ua + 8*+*sin3ua—+ etc. 
+6" sinna+ö""*sin2ua+6""*sin3ua- etc.} 
ren — jö"sinna+ ö"+°sin 2ua + 8*+"sin 3ua+ etc. 
+ 6° singa-+ 8""°sin 2ua + 6" sin 3a etc.} 
etc. Pro co£fficiente ultimo autem 


1 on * * . 
sinne ©" sin 2ua+ö*sin3ua- etc.) 





=> sin pa 





Hae formulae ostendunt, quatenus differentia inter X et X” negligi possit. 
Haec posterior formula simplicissima erit inter omnes similes, per quas u valori- 
bus propositis satisfit; hae vero omnes in formula X”+ Ysin.z(cosu. x — cosua) 
contentae erunt, designante Y', ut in art. 32 functionem indefinitam arcus x a 
sinubus liberam, Et generaliter, si X” est functio quaecunque eiusdem formae 
ut X, i. e, solos sinus continens, per quam „ valoribus datis satisfit, formula 
X”+-Ysin z(cosue—cosua) omnes huiusmodi functiones continebit, quae si Y 
rite determinatur, ad ordinem a” deprimi potest, quo pacto necessario functio 
X” ipsa prodire debet. Prorsus simili modo ut in art. 32 regula generalis sequens 
ad hunc finem eruitur: Pro quovis termino in X” tali Zsinkr, ubi A est maior 
quam #, substituere oportet in X”, faciendo A=ku-+X, itaut kp sit mul- 
tiplum ipsius a proxime minus quam X adeoque X inter limites 1 et z incl. 
situs, terminos 

LED sin el 





qui, quoties fit = u, ad unum L= sinne reducuntur. 
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36, 

Transformationes in art. praec. atque in art. 32 traditae concinnius ex theo- 
remate quodam generali deduci possunt, quod quum per se quoque satis elegans 
sit, paucis hic adhuc attingemus. 

Tarorema. Designantibus X, %, X” numeros integros quoscungue, y numerum 
integrum, qui differentias inter üllos, V—A, KM —X, A— N” metitur (e. g. unitatem), 
x arcum indefinitum, a arcum definitum: functiones . 

P = sin®—X)acosır + sin X’— )acosir+ sin —X)acosi"r 
Q = sin! — K)asinkae+ sin X'—A)a sinXr—+ sin (A—N)acosA”r 
per cosu2—cospa erunt divisibiles. 

Demonstr. Quando X per p divisibilis est, ideoque etiam X, A” per pa di- 
visibiles erunt, facile confirmatur, valorem ipsarum P, Q, si substituatur 2 a, 


esse identice — 0; quare P non mutabitur, si pro 


cosir substituitur cosk.x —cosia 





cosÄzr costr — cosXa 
cosA'r cosX"r— cosk"a 
neque Q, si pro 
. + * . . 4 r 
sinAx substituitur sinAz — 
sin aa 
sindx sind — sin ha sinpuz 
sinp« 
sin vr sin Ar RE sın x ssnpz 
sinpa 


Sed hae sex expressiones per cospar—cospa divisibiles sunt, quod pro va- 
lore positivo ipsius A de prima et quarta ostendisse sufhicit. Scilicet facile per 
multiplicationem confirmatur, esse 
sin pa [cosAr — coska) 
= (cosp 2 — cos pa) |2sinpacosA—p)c + 2sin 2uacosA— 2p)r 

+ 2sin3pacosd—3p)zx-+ etc. +2sin — p)acospr-+sinka| 


sin pasinAx— sinAasinpx 
— (cosp 2 — cospa) |2sinpasin A— p)e + 2sin 2pasin(k— 2p)x 
+ 2sin3pasink— 3p)e+ etc. +2sin(k—p)asinpr| 


Casus, ubi X est negativus, ad hunc sponte reducitur. Hinc patet, functiones 
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P, @ ex partibus per cosp#—cospa divisibiles compositas, ideoque ipsas quo- 
que per hunc divisorem divisibiles esse. 

U. Quando X per pa non est divisibilis, sit / numerus integer arbitrarius 
per p divisibilis, ponaturque X = !49, X = +9, = 1’+N, unde etiam 
!',!" per a divisibiles erunt. Jam patet, si ponatur 


sin (’— !")acos!2+ sin (!"— T)acos!'x+sin (—!")acos !"r = P' 
sin (’— !")asin + sin {!"—T)asin!’x—+ sin (— a sin !’z = @' 
fieri 
P= Pwostde—W'sinde, Q= P'sinde+ Q'cosdi, 


atque functiones P’, Q’, quippe quae sub casum primum iam absolutum per- 
tinent, per cose2—cospa divisibiles: hince manifesto etiam P et @ per 
cose2—cospa divisibiles erunt. Q.E.D. Ceterum demonstratio casus primi ita 
perfecta est, ut non sine quibusdam explicationibus applicari possit, quoties 
sinpa —= 0; tunc vero ft P=0, Q=P0, ita ut demonstratione omnino non 
opus sit, 

Quodsi itaque ponitur AN — kp, AA’ —(k+-1)p, patet, per cospr — cospa 
divisibiles esse 


sin pacosAr— sin (k-H1)pacosXc—+ sinkpacos (X — a) x 
sinpa sinAk2—sin(k+1)gasind!c—+ sinkpasin X — p)x 


adeoque etiam 





__sinfk+t)pacosA'r— sinkuacos(a-—A)r 
cosAr — —— ae 
. sin(k +1)ua sinA’r + sinkuasin(a —A’)r 


unde ratio substitutionum in artt. 32, 35 statim elucet: quotiens enim ex divi- 
sione posteriore e solis sinubus constabit, adeoque manifesto denuo per sinz di- 
visibilis erit. : 


37, 
In artt. 30—36 supposuimus, sinpa non esse — 0: superest itaque, ut 


easdem disquisitiones pro eo casu resumamus, ubi sinpa = 0. Hic statim sup- 
130° 





ponemus, esse a—=0, vel a= 
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Sit primo X functio formae 
y+yeosr-+y"cos2r+ etc. + y"cosnz 


adeoque multitudo coöfficientium incognitorum —= I+n. Jam scimus, ex omni- 
bus valoribus propositis functionis X eos reiici debere, qui respondent valori 
ipsius maiori quam 180°: quatuor itaque casus hie sunt distinguendi: 

1) quando p par, atque a—0, erit 180° valor 4a +1" ipsius 2; quare 
quum sequentes reiici debeant, remanent valores $p-+1. Hinc esse debebit 
n = He. 3 

2) quando g par, atque a — = ‚ valor #4 
sequentes, qui fiunt maiores quam 180°, reiiciendi sunt. Hinc esse debebit 
n—=t4e—1. 

3) quando „ impar est, atque a— 0, fit valor Ju +4" — 180° — et 

4) quando pa impar est, atque a — ur fit valor Ju +4" = 180°; se- 
quentes in utroque casu reiici debent, adeoque erit n = 4p —4. 

lam quoniam methodus in praecc. adhibita ad casum praesentem, ubi pars 
valorum datorum a periodo completa antea rescindenda esset, non sine quibus- 
dam ambagibus applicari posset, methodum sequentem praeferimus. 

Si per praecepta artt. 20, 22 functio formae 


tus 150°, 
’ 


ipsius x erit 180° — 


180° 


y+yeosr+y’cos2r-+ etc. + y"cosmr 
+ö'sine+6"sin2r+ etc. +ö”sinmr 


investigatur, per quam omnibus „ valoribus datis satisfit. et in qua m = 4u—4 
vel = %p, prout p impar est vel par, coöfficientes 6’, 6”, ö” etc. sponte fient 
= 0. Nullo enim negotio patet, in expressione tali 


Asinka—+ BsinXb+ Csinkc+ Dsinkd-+ ete. 


fieri vel partem primam == 0, atque ultimam = —Bsinkb, penultimam 


= — Csinke, antepenultimam — — DsinAd etc. puta quando a=0; vel ulti- 
mam —— Asinka, penultimam = —Bsinkb, antepenultimam = — Csinkc etc., 
quando 4 — =, quum pro talibus valoribus, ipsius z, quorum alter alterius 


complementum ad 360° est, valores functionis X aequales sin. Quamobrem 
functio 
X’ = y-+Yeoosr+y'cos2r+ ete. +y”cosmr 
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in qua co£fficientes y, y', y'ete. determinantur per formulas 
Y=+(4+B+C+D+ etc.) 
= „(Acosa +Bceuosb +Ccose +Deosd -+ etc.) 
= „(Acos2a+ Boos25+ Ccos2c-+ Dcos2d— etc.) 
etc., ultimus autem, quando p par est atque adeo m —= 4p, per hanc 


2 „(Acosma+ Beosmb+ Ccosmc-+ Deosmd-- etc.) 


necessario cum functione X identica erit, siquidem haec non est gradus altioris 
quam supra definivimus. Namque in casibus 3 et 4 X est ordinis 4H— i.e. 
eiusdem ut X’ et proin per art. 24 cum X’ identica. In casu primo X est eius- 
dem ordinis ut X’ et in casu secundo non maioris, quare tum hic tum illic omnes 
termini saltem usque ad ordinem 4p—1'"® in utraque functione convenient 
(art. 24). Terminos ordinis #p" in his functionibus quoque convenire debere. 
inde per eundem art.24 patet, quod in X aequatio conditionalis Ksinma = L cosma 
locum habet; scilicet ft Z = 0, atque in casu primo sinma = 0, in secundo, 
ubi X ad ordinem $p#—1 tantummodo ascendit, K = 0. Ueterum in casu 
secundo X’ ordinis altioris esse videtur quam X, sed in hoc casu terminus or- 
dinis 4p“ in X’ quoque evanescit, quum fiat 


yi = „(Acos 80°+.Bcos 270°+ Cc0s450°+ Dcos 630° +- etc.) — 0 


ita ut in hoc quoque casu X’ revera sit ordinis m—1® sive 4p —1". 


38, 
Si funetio X cum termino cosnz non abrumpitur, sed ulterius excurrit: 
denotatis terminis sequentibus per a"t!cos(an+1)2e-+a"**cos(n-+-2)e+ etc. erit 
per artt. 21, 23 


—=ata* +0 + etc. 

= a tar! art! Lat! Latt'+ etc. 
"= a" tar? +art? Lat part? etc. 
Ya" tat +art Lat -atrt? etc. 


Zn 


et sic porro usque ad ultimum y”, quando p impar est, vel ad penultimum 
y”', quando a par est; signum inferius hic valet, quoties «= — adeoque 
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in casu 2 et 4, superius in casu 1 et 2; denique pro ultimo habebitur in casu 
primo 


y" = a” ta" a” etc. 


in casu secundo autem y”"= 0. Hae aequationes ostendunt, quatenus differen- 
tiam inter functiones X et X’ negligere permissum esse possit. Haec posterior 
funetio inter omnes, quae a valoribus propositis satisfaciunt, simplicissima erit, 
quae omnes sub forma X’+Ysin{}ar—}pa) contenti erunt, quae in casu 
1et3 ad X’+Ysin}pr, in casibus 2et 4 veroad X’+Ycos}ur reducitur. 
Manifesto autem, si haec expressio eiusdem formae esse debet ut X i. e. a sinu- 
bus libera, Y esse debet 


in casu primo formae gsine +g'sin2r+g"sin3.r—+ etc. 
in casu secundo formae g +geose +g"cos27+ etc. 
in casu tertio forrmae gsin$e+g'sintr-+g"sin$ + ete. 
in casu quarto formae gceos$e—+g'cos$ x +g’cos$.r—+ etc. 


Et generalius, designante X” functionem quamcunque ipsi X similem, quae pa va- 
loribus propositis satisfacit, omnes huiusmodi formae sub formula X”’+Ysintpr 
vel X"-+-Ycos$p.r contentae erunt, ubi Y functionem indefinitam eius, quam 
modo docuimus formae designat. Hoc ita perficere licet, ut sic functio ad ordi- 
nem $p, $e—1, $e—4, 4 —4 depressa prodeat, quae manifesto cum X’ 
identica erit. Regula autem generalis pro reductione talis functionis X” ad X’ 
ex art. 24 facile deducitur. Pro quovis termino Lcosix in X” substitui debet 
in X’, facto A—=kp-ÄX, ita ut A’ non sit maior quam $p, terminus + Lcosk'z, 
ubi signum inferius accipiendum est, quoties simul a —= - atque k par, su- 
perius in casibus reliquis; denique quoties in casu secundo, i.e.pro a — - 
et valore pari ipsius a, evadit = $}p, pro Lecosir statim poni debet 0 in 
X’, sive terminus ille omnino negligi. 


39, 
Si secundo functio X est formae 


B’sine+ 6"sin2r+5"sin3e-+ etc. +6”"sinnz 


adeoque multitudo coöfficientium incognitorum = n, etiam multitudo valorum 
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datorum, subductis superfluis, esse debebit = n, ut ad co£fficientium determi- 
nationem completam sufficiant. Jam quum ut superflui in hoc casu reiiciendi sint 
valores functionis X ii, qui respondent valori ipsias z maiori quam 180° nec 
non valori 0 et 180°, habebimus pro quatuor casibus supra distinctis: 

== 0 erit n = dp —1 


1. quando g par, a 3 

2. quando p par, “= u. erit n — $p 

3. quando A impar, a=0, eita=}p—} 
4 a—= —, et rn=4p—t+ 


. quando ga impar, 





lam prorsus simili modo ut in art.37, in functione 
y+yeose-+y’cos2r-+ ete. + y”cosmr 
+ö'sine -+ö"sin2r—+ etc. +8” sinmxz 


ad normam artt.20, 22 eruta, quae omnibus y valoribus satisfacit, et in qua m 
vel = 4p—4, vel = +p, coäflicientes y, y', y" etc. sponte evanescent. Quum 
enim in serie A, B, C, Detc. vel termini ultimi ordine retrogrado in casu prae- 
senti vel fant = — B, — C, — Detec. vel = — A, —B, — Cetc., prout a= 0, 
vel = . insuperque pro illo casu A== 0, manifesto 


Acoska—+ Beosib+ Ccoskc+ Deosid-+ etc. 
pro quovis valore ipsius z erit — 0. Quamobrem functio X’ — 
ösine+&"sin2r—+&"sind3r+ ete. +8”sinmx 


in qua coöfficientes 6’, ö”, ö”etc. determinantur per aequationes 


& — -(Asina +Bsind +Csine +Dsind + etc.) 
0 — -(4sin 24+Bsin2b+ Csin2c+ Dsin2d-+ etc.) 
i"— „(4sin 3a-+Bsin3b-+ Csin3c-+-Dsin3d-+- etc.) 


etc., ultimus autem, quando p par est, adeoque m = $p, per hanc 
"— „(Asinma+ Bsinmb+ Csinmc+Deinmd+ etc.) 


necessario cum X identica erit, quod eodem modo, ut in art. 37, facile demon- 


stratur. Ceterum functio X’ in casu primo, ubi 4= 0, p par, revera ad or- 
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dinem 4p—1 tantum ascendit, quum fiat 


et — „(Asino+B sin 180°+ C’sin 360°-+ Dsin 540°-+ etc.) 
0 


_ 


40, 
Si funetio X non est ordinis n“, ut supposuimus, sed ulterius excurrit, ae- 
quationes sequentes docebunt, quomodo differentia inter X’ et X a coöfficienti- 
bus sequentibus pendeat (v. artt.21, 23) 


ö = 8 Fri Hort _ gr LEHE ete. 
$ = 6" For HH? _ gr BR ete. 
8" BFH _ gr LEHPT etc. 


et sic porro usque ad ultimum ö” vel penultimum ö”", prout ga impar 
est vel par; signa superiora hic valent, quando «= 0, inferiora, quando 
‘= : denique pro ultimo habetur in casu (1) 8” — 0, in casu (2) vero 
or Br — Hm" 5" 5’”" etc. Omnes functiones periodicae, per quas 
# valoribus propositis satisfit, et ex quibus X’ est simplieissima, sub forma 
A+ Ysin (er —+pa) sive generalius sub forma A’"+Ysin(4pxr —}pa) con- 
tentae erunt, designante X” functionem talem quameunque, quae formula pro 
casu 1et3 ad X"+Fsintpz, procasu 2 et 4 autemad X"+Ycosjpx redu- 
eitur; Y vero, siquidem alias functiones non consideramus, nisi quae ipsi X 
sunt similes, i. e. e solis sinubus compositae, necessario debet esse: 


in casu 1 formae g4geosz —+-g"cos2r—+ etc. 
in casu 2 formae gsine +gsin2r+g"sind3c+ etc. 
in casu 3 formae geos$e+-geos$x+g"cost.x— ete. 
in casu 4 formae gsinge+g'sintr+g'sing.e-+ ete. 


Functionem Y hic ita determinare licebit, ut prodeat functio ad ordinem 
$e—1, $e, de —4, 4a —4 depressa, quae cum X’ necessario identica erit. 
Pro reductione functionis X” ad X’ regula generalis sequens habetur: 

Quivis terminus in X” talis Zsinke — Lsin/ku+X)z, transmutetur aut 
in +ZsinXr (quoties a= 0, vel k par), autin + LsinX'z (quoties nec a—=0, 


. * * @ ” * * * 
nec X par, i.e. quoties simul a = 2 atque & impar): denique quoties in casu 
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primo i.e. pro « — 0, et valore pari ipsius p evadit X = $p, terminus Zsinkr 


omnino destruatur. 


Quum omnes casus speciales in artt. 29—40 considerati ad casum genera- 
lem in artt. 20—28 absolute reducti sint, omnia artificia, per quae in hoc casu 
calculus abbreviatur. qualia in artt. 25, 26, 27 explicavimus, etiam ad illos 
applicari poterunt. Quamobrem non opus erit, huic disquisitioni immorari, cui 


41, 


sequens exemplum ad artt. 39, 40 pertinens, finem imponet. 


Aequatio centri pro novo planeta Junone, adhibita excentricitate 0,254236, 
calculata est per methodum indirectam per singulos denos gradus, ut sequitur 


Anomalia media = r 





0° 360° 
10 | 350 
20 | 340 
30 | 330 
40 | 320 
50 | 310 
60 | 300 
70 | 290 
80 | 250 
90 , 270 
100 | 260 
110 | 250 
120 | 240 
130 | 230 
140. | 220 
150 | 210 
160 | 200 
170 | 190 
180 | 180 


Discerpimus hanc periodum 36 terminorum in sex minores senorum termi- 
norum; valores seni functionis X in singulis periodis contenti exhibebuntur per 


formulam talem 


Aequatio Centri = X 


+ 


38"30.. 
21.47... 
8,79. 
48,06. 
49,21.... 
17,02.... 
42,92. 
55,85. 
52,36. 
28.13.... 
33,68... 
2,10... 
22,77... 
2,70... 
0,79.... 
40,52.... 
58,33... 


0 . 
13838"30 
27501,47 
40808,79 
53568,06 
65568,21 
76577,02 
86322,92 
94495,85 


. 100732,36 


104608,13 


.105633.68 
.103262,10 


96922,77 

86102,70 

70500,79 

50260,52 

26218,33 
0 


y4+ yeose+ y’cos22-+ y"cos3.r 
+ö'’sinz +6"sin 22-+Ö”sin3r 
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ubi pro co&fficientibus y, y', © etc. valores sequentes invenimus: 





Periodus y=0: = | 7 | 
prima 0° [} L) [} [) — 103830, 145 | +18406,638 [) 


secunda 60 +5#"205| — 2ı7"757 | + re1*srı | — 1528,925 | —103937,346 | PiöB41,387 |— 562,667 








tertia ı20 | +55,115| — 217,467 | + 760,805 | — 1527,397 | —104151,314 | +16709,102 |—2845,530 
quarta 188 () 0 D) 0) —1984258,100 | +17142,684 | —1525,740 
quinta 240 | —s8,115| — 217,467 | — 780,805 | + 1527,397 | —104151,314 | +16709,402 )— 2643,530 
sexta soo !—:5,2085 | — 217,157 | — re1,071 | + 1528,325 | —103937,346 | +15841,387 1— 462,667 


Singuli coöfficientes y, y', y", Y". ©, 8”, 6” rursus sub formam talem 


e+Eecos6r-+e’cosi?2r+E"cosisr 
+L'sin6sr+L"sin 12r-+[”sin 18 


reducentur: nullo vero negotio perspicitur, pro quatuor prioribus evanescere de- 
bere &, €, €”, €”; et pro tribus posterioribus, L', 5", [”. Hoc modo invenitur 


y=-+ 64',3483sinsg2+0",052sini12z 


7 = — 251",277sin62— 0",167sini2r 
Y'’= + 879",002sin62+-0",500sin 12 
Y" = —1764",511sin62— 0",824sin 12 
d' = —104044",264+ 213”,963cos62—+ 0",132 cos 122-+0",000 cos18z 
6" — + 16275",150— 868",020 cos62— 0",489 cos 122— 0",003 cos 182 
"= — 1763",689-4+1762",868cos62-+ 0",819 cos 122-+ 0",002c0s 182 


His valoribus pro y, y’ete. substitutis, praeceptisque art. praecc. observa- 
tis, prodit functio sequens pro aequatione centri, in qua singuli co&fficientes intra 
centesimam minuti secundi partem exacti sunt. 


—104044"264 sinz — 1"643 sind 
+ 16275,150 sin?2z —+ 0,494 sin10# 
—  3527,378 sin3z' — 0,149 sinlix 
+ 873,511 sindz —+ 0,052 sini2z= 
— 232,622 sin5r — 0,017 sini13 x 
+ 64,848 sin6z + 0,006 sinl4z 
g 18,655 sin? — 0,004 sini5z 
+ 5,491 sindz + 0,003 sinl6= 


17 
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Hoc modo manifesto calculus ita se habet, ac si proarcu x aliu = r—a 
introduceretur. Saepenumero etiam calculus magnopere sublevari potest, si pro 
functione X alia X— X adhibetur, ubi pro £ functio quaelibet ipsi X similis 
assumi potest, modo ordinem 4p —4""" pro valore impari vel ordinem +‘ 
pro valore pari ipsius p non egrediatur, et in casu posteriori coßfficientes ter- 
minorum cos$pr et singe (siquidem eo ascendit) teneant debitam rationem 
(cos$pa:sintpa). Manifestum est, si valores functionis X pro = a,b,c,d etc. 
sint resp. W, B, &, D etc., fore valores functionis X—X pro iisdem valoribus 
resp. A—U, B—B, C—€, D—D etc.; si porro functio Z hisce valoribus sa- 
tisfaciens per praecepta praecedentia investigatur, functio + Z identica erit 
cum ea, quae ex applicatione directa horum praeceptorum ad valores ipsius 
functionis X prodiret. Semper autem functionem % ita determinare oportet, ut 
valores propositi funetionis X prope per illam exhibeantur, quo pacto quantita- 
tes A—U B—B, C—€E, D—D etc. parvae et ad calculum magis tractabiles 
evadent. Ceterum pro % etiam quantitas constans assumi potest, e. g. haec 
„(Ad+ B-++-C-+-D-+ etc.), quae functionis, quaesitae partem invariabilem con- 
stituit. 


BEMERKUNGEN. 


Die vorliegende Abhandlung über Interpolation ist die wiederholte Ausarbeitung einer Untersuchung, 
von welcher ein früherer Entwurf im October 1505 begonnen zu sein scheint. Sie enthält die Methoden, die 
bei der Berechnung der Ausdrücke für die durch Störungskräfte hervorgebrachten Aenderungen der Ele- 
mente einer Planetenbahn vielfach angewandt worden sind. Dieser Ausmittelung der Störungen steht ein an- 
deres Verfahren zur Seite, das direct die Werthe der Bahnelemente für einzelne Zeitpunkte ergibt und das, 
wie aus den im vorgefundenen handschriftlichen Nachlasse aufgezeichneten schliesslichen Formeln hervorgeht, 
auf folgenden Principien beruht. 

Bilden die Werthe des Arguments, für welche die Werthe der Function gegeben sind, eine arithme- 
tische Reihe, und hat man ein Argument z eingeführt, das bei jenen Werthen wie die ganzen Zahlen 
fortschreitet, bezeichnet die gegebenen Werthe mit fz, führt deren aufeinanderfolgende Differenzenrei- 


ben ein: 
Sat) fz=flatH), Set) e-)=f'n Sat) -S'r=fletNunt, 


ferner deren mit beliebigen Anfangsgliedern beginnende Summenreihen f(x +3), f"z, Hz +4lu.nf. 
für welche 


Szs= fer) fa), Sattler) fr us 
endlich die Mittelwerthe der aufeinander folgenden Glieder der so entstandenen Reihen nemlich 
free Hifen, Sat ıflet)tifm freifi@ttHifinie- 


also in übersichtlicher Anordnung zusammengestellt folgendes System von gegebenen und daraus zunächst 
berechneten Werthen 
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M.W. Il. Summe, M.,W. 1. Summe ||gegeb. W. M.W.|| 1. Differ. M.W. 'I11.Differ. M.W. 


PPIEEN, EURER Fz-ı) Fe —=1)\f’kr—ı) 
2’) | a )) Se—H | f'(2—#) S’@—)- 
fr’: fs x f'z f'x 
-S"c+) | Sia+H| Sie+3) | fe+ Se+H: 
Set) f"(cH) | fle+ı) | S'(+1)|f’lk+1) 


I. 


so gibt Art. 4, wenn man 1° für, a, d,0, d,e.. rap. at, x, z+41,2—1, +2, 2—2 ?° für 
wa,b,od,e..rep. s+b,2,2—l, 241, 2-2, 742... setzt, 3° aus den entsprechenden Seiten der 
beiden so erhaltenen Gleichungen die halbe Summe bildet, ı* aus denselben Gleichungen, nachdem zu- 
vor in der zweiten z+1 und ?—ı resp. für x und # gesetzt ist, die halbe Summe bildet und s* in 
der zuletzt erhaltenen Gleichung & = $ macht, folgende Gleichungen für die durch Interpolatation zu be- 
stimmenden Werthe g(z+t) und o(z+4$) derjenigen Function or, die bei jedem ganzzahligen Werthe 
von x der gegebenen Grösse fr gleich wird: 


Her =Sstt.Se++ 


Ne +n—1t) 


i.t-1. an 





"f’r+- Se+9+- 














a er. 
et) stt sen tes tt pe +. 
Nenn) n. Nlie+n) Be 
tn tea eh. 
sie+t) fett. fieH u fts+” Ze A ne 
Nt+n-ı) 5; Nle+n) un 
+ N2n.1ie—n) wet Mar +ı)llie- air "at... 
t. —t £ t. = 
er) = fer) re Herr (+) + — dee) +. 
n _ Ntt en 
Ira eren PAARE TO OBER [-nf"tetnt. 


Herner yet) ter at tele t)..- 


Hr un pet). 





Die Coöfhicienten von f” in der dritten, vierten und fünften Gleichung sind gleich den Coeficienten von 
(2isinw)" in den Reihenentwickelungen resp, für cos 2tu Pd — Lied]. + isin(2t—1)o 
cos m cosw 


N le 
und —-- nach Potenzen der Grösse ?isinm. 
cos 
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Setzt man nun 


[JE Zee DESSyp ZZ P Ze DE Eee Mag ZIP Zee DEE Een 5 Auag ZUR ZU DEE Zaee 1 RAN ZZ 6 Ze Se BEN. 52.75 Mom 00 2 Se 7) 
+ Erd: 


®r = f"'z -hf'z na f’x - ıliır f'r +" 
u I IV ET P BE u ET 27,702, FAT Due Zn earee 

Yz = f"'x tz — hf": + f'r - altlssf"z 
+ fr - 


Var) Start) ta Set te 


indem man als Coöfficienten von f" in diesen vier Gleichungen die Coöfficienten nimmt, die bwi den 
1 ı 1 
210’ tiweosn’ dam’ dwwcosw 


so sind P(a+3), Pr, 7x, Wie+4) die besonderen Werthe solcher Functionen Piz +2), Vlz+t), 


Entwicklungen resp. für noch Potenzen von 2Zisinm entstehen, 


für welche die Gleichungen 


Pr+t)— Pfr +t,) = fete+ an), Yir+t)-Wir+t) = [016 +t)di 
. v 

Statt haben, sie werden also bestimmten Integralen von p{r+t)dt und g(z+t).df.di gleich, wenn 
man die Anfangswerthe der Summenreihen f"(z—4), f"(z+4)-., fr, f"(z+1).. auf geeignete 
Weise ausgewählt. 

Die Ableitung der Reihen für ® und Y aus der dritten und vierten der obigen Gleichungen für 
»(z +) erhält man unmittelbar, wenn man die Integrationen so ausführt, dass zunächst die Ausdrücke für 
Oz+34)— Petr), Pet) dr, Fir+ı)— 2Ur + Flo) und Ferrari) 
entstehen. 


Scunkiu. 
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DETERMINATIO ATTRACTIONIS 
QUAM IN PUNCTUM QUODVIS POSITIONIS DATAE 


EXERCERET PLANETA SIEIUS MASSA 
PER TOTAM ORBITAM 
RATIONE TEMPORIS QUO SINGULAE PARTES DESCRIBUNTUR 
UNIFORMITER ESSET DISPERTITA. 


1. 

Variationes saeculares, quas elementa orbitae planetariae a perturbatione 
alius planetae patiuntur, ab huius positione in orbita sunt independentes, atque 
eaedem forent, sive planeta perturbans in orbita elliptica secundum Kerterı leges 
incedat, sive ipsius massa per orbitam eatenus aequabiliter dispertita concipiatur, 
ut orbitae partibus, alias aequali temporis intervallo descriptis, iam aequales mas- 
sae partes tribuantur, siquidem tempora revolutionum planetae perturbati et per- 
turbantis non sint commensurabilia. Theorema hoc elegans, si a nemine hucus- 
que disertis verbis propositum est, saltem perfacile ex astronomiae physicae prin- 
ceipiis demonstratur. Problema itaque se offert tum per se, tum propter plura ar- 
tificia, quae eius solutio requirit, attentione perdignum: attractionem orbitae pla- 
netariae, aut si mavis, annuli elliptici, cuius crassities infinite parva, atque se- 
cundum legem modo explicatam variabilis, in punctum quodlibet positione datum 
exacte determinare. 


2. 

Denotando excentrieitatem orbitae per e, atque puncti cuiusvis in ipsa ano- 
maliam excentricam per E, huius elemento dE respondebit elementum anoma- 
liae mediae (I—ecosE)dE; quamobrem elementum massae ei orbitae portiun- 
culae, cui respondent illa elementa, tribuendum, erit ad massam integram, quam 
pro unitate accipiemus, ut (1—ecosE)dE ad 2r, exprimente x semicircumfe- 
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rentiam eirculi pro radio 1. Statuendo itaque distantiam puncti attracti a puncto 
orbitae = p, attractio ab orbitae elemento producta erit 
zu (oma Fjd.E 
ırpp 

Designabimus semiaxem maiorem per a, semiaxem minorem per b, atque 
illum tamquam lineam abseissarum, centrumque ellipsis tamquam initium adopta- 
bimus. Hinc erit aa—bb = aaee, abscissa puncti orbitae — acosE, ordi- 
nata — bsinE. Denique distantiam puncti attracti a plano orbitae denotabimus 
per €, atque coordinatas reliquas axi maiori et minori parallelas per A et B. His 
ita praeparatis, attractio elementi orbitae decomponetur in duas axi maiori et mi- 
nori parallelas atque tertiam plano orbitae normalem, puta 


(4—acosEylı—ecmE)dE = d£ 





ınp* 
(B—hsin Ellt—ecn E\dE dr 
ızp* ee 
Cli—econ EjdE > 
nr 17 SEE =di 


ubi p = Y((dA—acosE)’+(B—bsin E)’+CC). 

Integratis hisce differentialibus ab E—= 0 usque ad E— 360°, prodibunt 
attractiones partiales Z£, 7, £ secundum directiones, directionibus coordinatarum 
oppositas, e quibus attractio integra composita erit, et quas per methodum no- 
tam ad quaslibet alias directiones referre licebit. 


3. 
Rei summa iam in eo versatur, ut introducta loco ipsius E alia variabili, 
quantitas radicalis in formam simpliciorem redigatur. Ad hunc finem statuemus 


a+ cos T+ a"sin 7 inE= %+f'cor T+6"sinT 


wE= y+ros + Yan T' y+ yeos 7+ y'sin 7 





ubi autem novem co£fficientes «, «', a”etc. manifesto non sunt penitus arbitrarii, 
sed certis conditionibus satisfacere debent, quas aute omnia perscrutari oportet. 
Primo obseryamus, substitutionem eandem manere, si omnes co@fficientes per 
eundem factorem multiplicentur, ita ut absque generalitatis detrimento uni ex ipsis 
valorem determinatum tribuere, e. g. statuere liceret y= 1: attamen concinni- 
tatis caussa omnes novem aliquantisper indefiniti maneant. Porro monemus, ex- 
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cludi debere valores tales, ubi a, a’, @«" vel 8, 5’, 5” ipsis y, y‘. y’ resp. pro- 
portionales essent: alioquin enim E haud amplius indeterminata maneret. Ne- 
queunt igitur ya’— y’a', ya-—ya”, ya— ya simul evanescere. 
Manifesto coöfficientes «a, a’, a” etc. ita comparati esse debent, ut fiat in- 
definite 
(@+a’cos T+a”sin 7 
+(6+6'cos T+5"sin 7)? | =t 
—(y+yeos T-+y"sin T* } 


unde necessario haec functio habere debet formam 
k(cos T?+sin T’—1) 
Hinc colligimus sex aequationes conditionales 


—ar bb +Hyy= & 
— dad bb +yy=—k 
HE HYY—=—k 
— da 56 +YY= 0 
—ada—b’ö+Yy= 0 
—ad—bb +HyYy= 0 


Ab his aequationibus pendent plures aliae, quas evolvere operae pretium 
erit. Statuendo brevitatis caussa 


abyHa6"Ytaby—ab'y— ab —abyY=E........ (1) 
e combinatione aequationum (1) facile derivantur novem sequentes: 


ca = —kö'y'—y6') 
ed — —klya”—a'y") 
ey = +kla'd"— da”) 
ea’ = +-kid’y —y'6) 
eb —= +kly'a—a”y) (III) 
ey = —kla'b —b’a) 
ea +klöy —yÖ) 
eb’— +klya —ay) 
ey’ = —klab’ — ba) 
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E tribus primis harum aequationum rursus dedueimus hanc: 


ea(d Y—yö’)+eblya’—a'y")+ey(a5"—6'a”) 
= — kb'Y"— 0") — kiya'— a'y" + kla'6"— b’a”)’ 


cui aequivalens est haeec: 
ee = k(-dd BE +YY)I-aaErY)— kl dar 


quae adiumento aequationum 2, 3, 4 in (I) mutatur in hanc: 


Aeque facile ex aequationibus (I) derivantur hae: 

6Y"— yo — — kik— dad —a’a”) 
(Yad—ay"" = —k(k— 6'6'—6"6") 
Ba =+kk+YY+rYY) 

(6"y— y’6) = +klk+aa —a’a”) 
Ya—a'y’ = +klk+556 —6"6")) (V) 
6 Ba? = —kk—yy +Y'Y)) 

Sy —YE! = +Alktaa am) 

ya —ayj) = +kk+56 —66)) 

(a6' bat = — klk—yy +Y'Y) 


Exempli caussa evolutionem primae adseribimus, ad cuius instar reliquae 
facile formabuntur. Aequationes 4, 2, 3 in (I) scilicet suppeditant 


yo — (Yy—88)(y'y'—8"6") = aaa'a'— (da’— k)(a'a"— k) 


quae aequatio evoluta protinus ipsam primam in (V) sistit. 

Ex his aequationibus (V)} concludimus, valorem A == 0 in disquisitione 
nostra haud admissibilem esse; hine enim omnes novem quantitates 8’y"— y’d"etc. 
necessario evanescerent, i. e. co@fficientes a, «, «” tum ipsis 6, 6’, 6”, tum ipsis 
y, Y, Y' proportionales evaderent. Hine etiam, propter aequationem IV, quan- 
titas € evanescere nequit; quamobrem Ä necessario debet esse quantitas positiva, 
siquidem omnes coöfficientes «, a, a" etc, debent esse reales. Combinatis tribus 
aequationibus primis in (III) cum tribus primis in (V'), hae novae prodeunt, quae 
manifesto a valore ipsius & non evanescente pendent: 
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66 —66—6’6"— —k 
1 da Bi Saal Mi Al a 
Combinatio religuarum easdem produceret. His denique adiungimus tres sequentes: 


aa—aa—ad"a" = —k 
| (v1) 


ya — Ya ya” = 1] 


dy—by—-iy— 0 
(VII) 
ab— ab — ad" — 0 


quae facile ex aequationibus III derivantur; e. g. secunda. quinta et octava sup- 
peditant: 
eye — kylya— a") —kylya—a'y)— ky''ya—ay)= 0 


Manifesto hae quoque aequationes ab exclusione valoris A— 0 sunt dependentes *). 

Quoniam, ut jam supra monuimus, omnes coöfficientes «a, ad, a" etc. per 
eundem factorem multiplicare licet, unde valor ipsius A per quadratum eiusdem 
factoris multiplicatus prodibit, abhince semper supponemus 


k=1 


quo pacto necessario quoque erit vel e= +1 vel2e= —1. Patet itaque, no- 
vem coöfficientes «, a’, a” ete., inter quos sex aequationes conditionales adsunt, 
ad tres quantitates ab invicem independentes reducibiles esse debere, quod qui- 
dem commodissime per tres angulos sequenti modo efficitur: 


a —= cosLtang N 

6 = sinLtangN 

y=seN 

a — cos Lcos MsecN—+ sin LsinM 
6 —= sin LcosMsecN + cos LsinM 
y = cosMtang N 

a" — cos LsinMsec N + sin LeosM 
6" — sin LsinMsec N +cos Lcos M 
y' = sinMtangN 





*) Forsan haud superfuum erit monere, nos analysin praecedentemn consulto elegisse atque alii deri- 
vationi relationum III—VII praetulisse, quae quamquam aliquantulum elegantior videretur, tamen, acourate 
examinata, quibusdam dubiis obnoxia inventa est, quae non sine ambagibus removere licuisset. 
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ubi signorum ambiguorum superiora referuntur ad casum € = +1, inferiora ad 
casum e = —1. Attamen tractatio analytica ad maximam partem elegantius 
sine usu horum angulorum absolvitur. Ceterum haud difficile foret. significatio- 
nem geometricam tum horun: angulorum, tum reliquarum quantitatum auxilia- 
rium in hac disquisitione occurrentium assignare; hanc vero interpretationem ad 
institutum nostrum haud necessariam lectori perito explicandam linquimus. 


4, 
Si iam in expressione distantiae p pro cosE et sin E valores supra assumti 
substituuntur, illa in hanc formam transibit: 


VG + @’cos 7" + @" sin 7’ +2 Hcos Tsin 7+2H’sin T+2H"’coT) 
p= y+troos 7’+y"sinz7 








ubi co&fficientes «a, a‘, «" ete. ita determinabimus, ut salvis sex aequationibus 
conditionalibus 


—aa—b6-+yYy= 1 
dd bb +YY=—ı 
— "HE HYY = —I 
—— da — db +YY— 0 
—ada—b’5+Yy= 0 
—ad—bö+yy= 9% 


adeoque etiam reliquis inde demanantibus, fiat 
H=o, H=wu, Y-t 


quo pacto problema generaliter loquendo erit determinatum. Quodsi itaque de- 
nominatorem ipsius p per #t denotamus, transire debet functio trium quantita- 
tum #, tcosE, tsinE haec 


(4A+BB-+CC)tt+aaltcosE)'+bb(tsin E}’— 2a At.tcos E— 2b.Bt.tsin E 
per substitutionem 


tcos E = a-+t.a' cos T-+a” sin T' 
tsinE—= 6+65'cos T+5"sinT 
? =y-+yecosT7T-+y’sinT 
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G-+ G’cos T*+ G"sin 7” 
Manifesto hoc idem est, ac si dicas, functionem trium indeterminatarum x, y, z 
hanc (WW) 
aazatbbyy+{AA+BB-+-CC)zz—2aArz— 2b By: 
per substitutionem 
z = au+auta'u” 
y=bdbu+tbwW+ 5" 
z—= yutyuW+y'w 
in functionem indeterminatarum w, w', " hanc 
Guu+ GW + G"u'u" 
transire debere. At quum ex his formulis, adiumento aequationum [1], facile 
sequatur 


u=—ar—by-+yz 
“= dxa+b'y—y: 
"= artb’y—y'r 


manifesto functio W’ identica esse debebit cum hac 
G-ar—by+r2)+ Glaz+5'y—ya)’+ Gar +6'y—y'2)’ 

unde habemus sex aequationes 
aa = Gaa+ Gadad + G"aa” 
bb = G665+G'56’+G"6"6" 

AA+BB+CC= Gy ++ E"Tr" 2] 
bBB= GbyY+ G6'Y' + G"6"7" 
aA — Gya+@'Ya+ G"y"a” 
0 — Gab+ Gab’ + G"a”6” 
Ex his duodecim aequationibus [1] et [2] incognitas nostras G, @', @",a, a’, a” 


etc., determinare oportebit. 
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>. 
E combinatione aequationum [1] et /2) facile derivantur sequentes: 


—aaa+yaA=aG 
—bbb+rbB=6G 
rAA+BB+-CC)—aaA—bbB=,G 


unde fit porro 


da s.+68 EA ee RE ara [3] 
_ yb2A 
2 2 FR (4) 





aadd bBBR 


Ultimam sie quoque exhibere possumus 


AA BR cc 
+ tust al BEER (5] 


Perinde e combinatione aequationum [1] et [2] deducimus 
daa— yad= ua 
6’bb—y'bB = 6'G' 
—r(AA+BB+CO)+WaA+50B=y'G' 


atque hinc 
‘= „ies eg + [6] 
| Er 1.2 Fern (7) 
wetmereeie...- Ö 
et prorsus simili modo 
a” „es. re ee [9 
un nn sansernernene] 10) 
zetme-geel... 12) 


Patet itaque, @G, —G@’, — @” esse radices aequationis 
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quae rite evoluta ita se habet 


@—(AA+BB-+ CC —aa — bb) er + (aabb—auBB—aaCC — bAA— bb CC) .w 
—-sbbBCC—=d..:..-.0rerur [13] 


Iam de indole huius aequationis cubicae sequentia sunt notanda. 

I. Ex aequationis termino ultimo —aabbCC concluditur, eam certe ha- 
bere radicem unam realem, et quidem vel positivam, vel, i C—=0, cifrae ae- 
qualem. Denotemus hanc radicem realem non negativam per g. 

II. Subtrahendo ab aequatione 12, ita exhibita 

== A247 +00 
hanc: 


AAg BBg 
sr Ti tr cc 





et dividendo per z£—g, oritur nova, duas reliquas radices complectens 
044 bbBB 


(aa+zr)(aa+g) Fr bb+z)(bb +7) 
quae rite ordinata et soluta suppeditat [14] 
aadA BBBB Eu aaAA bbBB,a 1aabBAABB 
sarg Fingg Ba br Vllaa bb 7, + 547) + Rermisrn) 
Haec expressio, quum quantitas sub signo radicali natura sua sit positiva, vel 
saltem non negativa, monstrat, etiam duas reliquas radices semper fieri reales. 
III. Subtrahendo autem ab invicem aequationes istas sie exhibitas 
__ AAgz BByz 
re tr TI CC 


__ AAgz BBogr 
le Ta Ted 








20 = 


et dividendo per g— x, prodit aequatio duas reliquas radices continens in hacce 
forma: 





AAgz ” BBge 
ETETITTEDEEILTITT 


eui manifesto, si g est quantitas positiva, per valorem positivum ipsius x satis- 
fieri nequit. Unde concludimus, aequationem nostram cubicam radices positivas 
plures quam unam habere non posse. 
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IV. Quoties itaque 0 non est inter radices aequationis nostrae, aderunt 
necessario radix una positiva cum duabus negativis. Quoties vero C = 0, adeo- 
que 0 una radicum, reliquas complectetur aequatio 


z2—(/AA+BB—aa—bb\r+aabb -aaBB—bAA=0 
unde hae radices exprimentur per 
+AA+ BB—aa—bb)+1y((AA—BB—aa-+bb"+4AABB) 


Tres casus hie iterum distinguere oportebit. 


Primo si terminus ultimus aabb—aaBB—bbAA est positivus (i. e. si 
punctum attractum in plano ellipsis attrahentis infra curvam iacet), ambae radi- 
ces, quum reales esse debeant, eodem signo affectae erunt, adeoque quum simul 
positivae esse nequeant, necessario erunt negativae. Ceterum hoc etiam inde- 
pendenter ab iis, quae iam demonstrata sunt, inde coneludi potest. quod co&f- 
ficiens medius, quem ita exhibere licet 


(aabb—aaBB—bbAA\L +) ++ 22 





manifesto in hoc casu sit positivus. 


Secundo, si terminus ultimus est negativus, sive punctum attractum in plano 
ellipsis ertra curvam situm, necessario altera radix positiva erit, altera negativa. 


Tertio autem, si terminus ultimus ipse evanesceret, sive punctum attractum 
in ipsa ellipsis circumferentia iaceret, etiam radix secunda fieret = 0, atque tertia 
bbAA aaBB 


= aa bb 





i. e. negativa. Ceterum hunc casum, physice impossibilem, et in quo attractio 
ipsa infinite magna evaderet, a disquisitione nostra, hocce saltem loco, exclu- 
demus. 


7. 
Ad determinandos co£fficientes y, y', y’, ex aequationibus 1,3, 4, 6, 7,9, 10 
invenimus 


QUAM IN PUNCTUM QUODYIS POSITIONIS DATAE EXERCERET PLANETA ETÜ. 343 





r ı 


u; + m 1) 





a I 
Fee 
ne u) Er? Ge) —ı) 





Ex his aequationibus rite cum 5, 8, 11 combinatis etiam sequitur: 
G 





eh FT Ze Fr 
(+6) Pre ce 

Y a’ { ] 

DA IE 3, Be, 16) 
Ze) Hg Er +CC 

ul rare Career 
ehrt ar’ree 


Hae posteriores expressiones ostendunt, nullam quantitatum G, @', G” negati- 
vam esse posse, siquidem y, y, y" debent esse reales. 

In casu itaque eo, ubi non est Ü == 0, necessario G aequalis statui de- 
bet radici positivae aequationis B, patetque adeo, — @' nequalem esse debere 
alteri radici negativae, atque — @" aequalem alteri*); utram vero radicem pro 
— G', utram pro — @” adoptemus, prorsus arbitrarium erit. 

Quoties Ü = 0, punctumque attractum intra curvam situm, duas radices 
negativas aequationis 13 necessario pro — G' et — G@” adoptare et proin G=u 
statuere oportet. Quoniam vero in hoc casu formula prima in 16 fit indetermi- 
nata, formulam primam in 15 eius loco retinebimus, quae suppeditat 


1 
vv SE» 
' vu A_BB, 
aa bb 





(Juoties autem pro (= 0 punctum attractum extra ellipsin iacet. aequa- 


*) Proprie quidem ex analysi praecedenti tantummodo sequitur, — 6" et —@” satisfacere de- 
bere sequationi ı3, unde dubium esse videtur, annon licent, utramgue —G'er —@" eidem radiei 
negativae aequalem ponere, prorsus neglecta radice tertin. Sed faeile perspicietur, siquidem aequatio- 
nis radix secunda et tertia «int innequales, ex —G'= - @" wequi Y=Y/,!=.",8’=#", et proin 
tt ai, quod aequationi quartae in [1] est contrarium. Conf. quaec 
infra de cası duarum radicum aequalium acquationis 13 dicentur. 
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tionis 13 radix positiva statuenda est — G, atque vel negativa — —G', et 
G"— 0, vel radix negativa — — G”, et @'— 0: coöfficientem y” vel y' vero 
inveniemus per formulam 


\ (Erer, ?_) 

Ceterum in casu iam excluso, ubi punctum attractum in ipsa circumferen- 
tia ellipsis situm supponeretur, coöfficientes yet y', vel y et y" evaderent infiniti, 
quod indicat, transformationem nostram ad hune casum amnino non esse apph- 
cabilem. 


8. 
Quamquam formulae 15, 16 ad determinationem coöfficientium y,y\.Y' 
sufficere possent, tamen etiam elegantiores assignare licet. Ad hunc finem mul- 
tiplicabimus aequationem [5] per aabb— GG, unde prodit, levi reductione facta, 


ne4alb+6) _ ul En nich m) ER aabblC we 








Sed e natura aequationis cubicae fit 
summa radicum G@— @'— G"= AA+BB+-CC—aa—bb 
productum radeum GGG" = aabbCC 


Hinc aequatio praecedens transit in sequentem: 


2 +'0’— GGG —G’+aa+bb) = aabb— GG 





quam etiam sic exhibere licet 
aaAAlbb bbBBlaa+ 6 . . ar 
aa Hr —(aa+G)(b+G)+(C+E')(C+GC”) = 0 
Hinc valor coöfficientis y e formula prima in 15} transmutatur in sequentem: 
‚(aa+ @(bb+ @) 











> V (GFENE+@N "+. 7] 
Per analysin prorsus similem invenitur 
laa— @){bb— 7‘) 
=\y GFol@ ON". (18] 
{aa — G"\(bb— 7") R 
T vo ya ae (19) 
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Postquam coöffiecientes y, y’, y” inventi sunt, reliqui «a, 6, a‘. 6’, a”, 6" 
inde per formulas 3, 4, 6, 7, 9, 10 derivabuntur. 


9. 

Signa expressionum radicalium, per quas y,y’, y" determinavimus, ad lu- 
bitum accipi posse facile perspieitur. Operae autem pretium est, inquirere, quo- 
modo signum quantitatis & cum signis istis nexum sit. Ad hunc finem consi- 
deremus aequationem tertiam in III art. 3. 

ey = ab"— da” 
quae per formulas 6, 7, 9, 10 transmutatur in hanc: 
un abABy" abABy'y" 
I 92 -0)05—-6°) laa— a'jbb— EG) 


._ ab{aa— bb) A BG" — Gyr" 
— (aa —@')(sa -@’)b5— @')lb— G") 











Sed e consideratione aequationis 13 facile deducimus 


(aa-+ G){aa— G’)(aa— G”) = aalaa— bb) AA 
(bb+G)(bb— G')(bb— GC”) = —bb(aa— bb) BB 


Hinc aequatio praecedens fit 


ur — Bat OHNE FT" 
173 abiaa—bb) AB 





quae combinata cum aequatione 17 suppeditat 
‚m cablaa—bhAB ö 
NIT @FeITEH IE) 

Hinc patet, sipro —@’ electa sit aequationis cubicae radix negativa ab- 
solute maior, simulque coöfhicientes 7, y’, y' omnes positive accepti sint, & idem 
signum nancisci, quod habet AB, idemque evenire, si his quatuor conditioni- 
bus, vel omnibus vel duabus ex ipsis, contraria acta sint, oppositum vero, si uni 
vel tribus conditionibus adversatus fueris. Ceterum sequentes adhuc relationes 
notare convenit, e praecedentibus facile derivandas: 
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ad rahmen 
Ben rer 6") 
ab = mreidren 
di = ee 
ve abAR 


(+ 6" )(@—@”) 


10, 

Formulae nostrae quibusdam casibus indeterminatae fieri possunt, quos 
seorsim considerare oportet. Ac primo quidem discutiemus casum eum, ubi ae- 
quationis cubicae radices negativae — @’, —@" aequales fiunt, unde, per for- 
mulas 18, 19, coöfficientes y, y’ valores infinitos nancisei videntur, qui autem 
revera sunt indeterminati. 

Statnendo in formula 14, 9 = @G, patet, ut duo valores ipsius x, i. e. ut 
— G' et —G” fiant aequales, necessario esse debere 


audA bbBBE 


Hinc facile intelligitur, quum aa—bb natura sua sit vel quantitas posi- 
tiva, vel = 0, esse debere 


B=o0 


aa )b m anAA aaAd 


2a+6' sive a+G= 
Substituendo hos valores in aequatione 14, fit 
G=@d" bb 
Substituendo porro valorem vr = — bb in aequatione cubica 13, prodit 
(aa—bb\(CC+bb) = bb AA 


Quoties haec aequatio conditionalis simul cum aequatione B = 0 locum habet, 
casus, quem hic tractamus, adducitur. Et quum fiat 


En aadA _ _ anal 
aa—bb .— bb 
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formula 17 suppeditat 





a0 a ee u je tea 
1 laa—bb)(aalC+b*) — aacc+bi 
ac dein formulae 3, 4 


_ Tao bb} ybbA an gu) 


=) —_ AA 
aalcC + —T NICC+bbjlan CC +" 


Valores co&fficientium y', y" per formulas 18, 19 in hoc casu indeterminati 
manent, atque sic etiam valores coöflicientium reliquorum a’, 6’, a”, 6”. Nihi- 
lominus per unum horum coöfficientium omnes quinque reliqui exprimi possunt, 
e. g. fit per formulam 6 

r —_. fe4 
aa 
ac dein 
0 v_t UBR| "__ r ”_ YaA “_ ee rt 
d=yl-aa+YyY) !"=yYırr-irN) dein via’ +r"r”) 
Sed concinnius hoc ita perficitur. Ex 





yy=!+taa, ad=yy, 1=adad+bd—yy 
sequitur % z 
6 HT = da = 
Quapropter statuere possumus 
6 —=cof, Y=asinf, «= ysinf 
Dein vero e formulis 
ea — by'—yrb', eb" ya, er" = ba—ad‘, El 
invenimus 
a — —eycosf, b"—esinf, Y’—= — eacosf 


Valor anguli f hic arbitrarius est, nec non pro lubitu statui poterit vel e=-H1 
vel e= —1. 


11. 
Si @', @" sunt inaequales, valores coöfficientium 7, y', y” per formu- 
las 17, 18, 19 indeterminati esse nequeunt, sed quoties aliqua quantitatum 
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aa— G', bb—G', aa—G",bb—G" evanescit, valor co&fficientis a‘, 6’, a", u 
per formulam 6, 7, 9, 10 resp. indeterminatus manere primo aspectu videtur, 
quod tamen secus se habere levis attentio docebit. 

Supponumus e. g., esse aa— @’—= 0, fietque, per aequationem 18, Yy=Pb, 
nec non per aequationem 7, 5’—=0 (siquidem non fuerit simul aa = bb) 
unde necessario esse debet «—= +1. Si vero simul aa = bb, formula, quae 
praecedit sextam in art. 5, suppeditat «A-+5’B = 0, quae aequatio cum 
aa +66’ — 1 iuncta, produeit 

= jaarss: 9° jaarım 
Hae expressiones manifesto indeterminatae esse nequeunt, nisi simul fuerit 
A—=0, B=0; tunc vero ad casum in art. praec. iam consideratum delaberemur. 


12. 
Postquam duodecim quantitates G, @', G”,a, a',a”,6.6',6",7.y,y com- 
plete determinare docuimus, ad evolutionem differentialis dE progredimur. 
Statuamus 


t=y+reosT+y"sinT........ [20] 
ita ut fiat 
tcosE=a+«cosT+asinT ....... [21] 
tinE = 6+65'0s T+6"’sinT ....... [22] 


Hinc deducimus 


tdE = cos Ed.tsin E— sin Ed. tcos E 
— 008 E65" cos T—6’sin T)d T—sin E(a"cos T—a’sin TJdT 
adeoque 
ttd E= (ab"— a’6)cos TA T+{@5—b’a)sin TAT+(a5’—6a’)dT 
—eycosTd T-tey"sinTdT+erd T=etdT 
sive 


BEST ei [23] 


Observare convenit, quantitatem f natura sua semper positivam esse, si 
co@fficiens y sit positivus, vel semper negativam, si y sit negativus. Quum enim 
sit (Ycos T+y'sin 7’ +-(y’cos T— sin 7% = yy-+y'Y =yr—1, erit semper 
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ycos T-+y’sin T, sine respectu signi, minor quam y. Hinc concludimus, quo- 
ties ey sit quantitas positiva, variabiles Eet T' semper simul crescere; quoties 
autem €&y sit quantitas negativa, necessario alteram variabilem semper decrescere, 
dum altera augeatur. 


13. 
Nexus inter variabiles E et 7’ adhuc melius illustratur per ratiocinia se- 
quentia, Statuendo Yyy—1)—6, ita ut fiat ö=aa +56 —rr+r"”, ex 
aequationibus 20, 21, 22 deducimus 


t(ö+acos E+bsinE) 
—yÖö+taa +55-+-(Yö+ac-+56')cos T-+H{7"ö+aa”+66”)sin 7 
— („+6)(ö+y'cos T+y"sin T) 
Perinde ex aequationibus 21, 22 sequitur 


t{asin E—bcosE) = ely'sin T—y"cosT) 


Hae aequationes, statuendo 


z= al, $=sinZ, T=cosM, ;=sinM 


nanciscuntur formam sequentem: 
t(1+cos(E— L)) = (p+ö)(1-+c0s(T— M)) 
tsin(E—L) = esin(T— M) 
unde fit per divisionem, propter „+H-ö)y—ö)=1, 
tang+ (EL) = e(p—Öö)tang+(T—M) 
tang+ (T—M) = e(y+Ö)tang+(E—L) 


Hine non solum eadem conclusio derivatur, ad quam in fine art. praec. de- 
ducti sumus, sed insuper etiam patet, si valor ipsius E crescat 360 gradibus, va- 
lorem ipsius T7' tantundem vel crescere vel diminui, prout ey sit vel quantitas 
positiva vel negativa. Ceterum statuendo ö = tangN, 7 — sec N, manifesto erit 


y—ö=tang(45°- 4N), y+ö=tang(45°+4N) 
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14, 
E combinatione aequationum 20, 21,22 cum aequationibus art. 5 obtinemus: 


at A—acosE) = aG— a’ G’cos T—a” G"sinT 
bt{B—bsinE) = 6 G— 6’ G’cus T—6’G"sinT 
Statuendo itaque brevitatis gratia 
(aG@—.a' G’cos T— a” G"sin Tj(y—ea+(y'— ea)cos T+iy"—ea”)sinT) =aX 
(6G —5'G'cos T—5"G"sin T)(y—ea+[y’—ea’)cos T+1y’—ea”)sinT)=bF 
Ciy+r cos T+y"sin TY\g—ea+ly'—ea')cos T+y"—ea”)sinT)=Z 
fit 





eXd7T d «FdT dt :ZdT 
- 


2 Intpt® — Irp® 


d 


E13 


antg® 
Sed habetur 
tp= +y(G@+G’cos T’+ G"sin T*) 


signo superiore vel inferiore valente, prout f est quantitas positiva vel negativa 
(p enim natura sua semper positive accipitur), i. e. prout cofliciens y est positi- 
vus vel negativus. Hine 

E11 SSR HRHEREHER  SERSEBEE 

an tip® —2r(648'c0: 7'+ @" sin TYJR 
ubi signum ambiguum a signo quantitatis ye pendet. 

Ut iam valores ipsarum {,n.& obtineamus, integrationes differentialium 
exsequi oportet, a valore ipsius 7, cui respondet E— 0, usque ad valorem, 
eui respondet E == 360°, sive etiam (quod manifesto eodem redit) a valore ipsius 
T, cui respondet valor arbitrarius ipsius E, usque ad valorem, cui respondet va- 
lor ipsius E auctus 360°; licebit itaque integrare a T= 0 usque ad T = 360°, 
quoties ey est quantitas positiva, vela T’—= 360" usque ad T’= 0, quoties ey 
est negativa. Manifesto itaque, independenter a signo ipsius ey, erit: 

ef BAT u 
2r(@ +6'cos 7°’ +G"sin Zy 








ef 
" ariG +G’cos 7’ + 6"sin 7" 


ı1riG + co 7" +G"sin ri 
integrationibus a T—=0 usque ad 7’= 360° extensis. 
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15. 
Nullo negotio perspicitur, integralia 
2 co TAT 
{G + 0° cos 7° + G" sin T’*)E 
en sin 74T ä 
(6 +G’cos T? + G"sin 7°} 
eos TsinTdaT 


(G + G’'cos T* + 0” sin TR 








a T= 180° usque ad T—= 360° extensa obtinere valores aequales iis, quos 
naneiscantur, ia T=0 usquead T= 180° extendantur, sed signis oppo- 
sitis affeetos; quapropter ista integraliaa 7T'= 0 usque ad T— 360° extensa 
manifesto fiunt = 0. Hinc colligimus, esse 

- = ftzedeenifzenet er ee ee T’)dT 

b; 220a(@+@'c0s T*+@“ sin 7’ 

(—es)6@ —(Y— ea’\h'@’cos T’—Iy"— ea”)6"G"ein TAT 

af 225(G + G’cos T*+G"sin Til 
= jet eye TH ee" )yüa TICHT 
2r(@+ 6'008 7’ +6" sin TR 








integralibus a T= 0 usquead T= 360° extensis.. Quodsi itaque valores in- 


tegralium, eadem extensione acceptorum, 











S— se T’dT Be 
ar((@ + G’)eos 7*+(G + G”)sin Tr} 
_sinT*dT 


for + 6°)c0s 7? +(G+ @")sin 798 


per P, @ denotamus, erit 
at = ((Y—ed)aG— (Y—ea)dG) P+lly—ea@—(Y"—ea’)aG")Q 
by = ((Y—e)5G— (Y—ea)6’@')P+((Y—ead5@— (Y'—ea)6"C")Q 
(v—ed)y +HyY-—ed)Y) CP+lr—ea)y +(Y—ea’)y")CQ 


Po— 
= 


quo pacto problema nostrum complete solutum est. 
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16. 
Quod attinet ad quantitates P, Q, manifesto quidem utraque fit 
_ _—Iı 
2(0+0')% 

quoties @’—= @”, in omnibus vero reliquis casibus ad transscendentes sunt re- 
ferendae. Quas quomodo per series exprimere liceat, abunde constat. Lecto- 
ribus autem gratum fore speramus, si hacce occasione determinationem harım 
aliarumque transscendentium per algorithmum peculiarem expeditissimum expli- 
cemus, quo per multos iam abhince annos frequenter usi sumus, et de quo alio 
loco copiosius agere propositum est. 

Sint m, n duae quantitates positivae, statuamusque 


m —=$(m+n), "= ymn 
ita ut m’, n’ resp, sit medium arithmeticum et geometricum inter m et n. Me- 
dium geometricum semper positive accipi supponemus. Perinde fiat 
m" —= (mn), n’— Ymn 
m" — +m’—+-n"), N" == Y'n" 
et sic porro, quo pacto series m, m’, m’, m” etc., atque n,n,n", n” etc. versus 
limitem communem rapidissime convergent, quem per p designabimus, atque 


simpliciter medium arithmetico- geometricum inter m et n vocabimus. lam demon- 
D 1 - + 
strabimus, „ esse valorem integralis 





f ar i 
ary(mmcos T’+nnsin T*) 


a T=0 usquad T= 360° extensi. 


Demonstr. Supponamus, variabilem 7 ita per allam 7" exprimi, ut fiat 


a 2... 2msin 7" 
“ — (m + n) cos 7’! + 2 msin 7’* 
perspicieturque facile, dum 7” a valore 0 usque ad 90°, 180°, 270°, 360” augea- 
tur, etiam T7 (etsi inaequalibus intervallis) a 0 usque ad 90°, 180°, 270°, 360° 
crescere. Evolutione autem rite facta, invenitur esse 


PR ar ae ar' 
vImmcos 7’ +nnsinT?) — vim'm’cos En sin T*) 
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adeoque valores integralium 
ar _ ar 
hr 008 7* + nnsin T*)' en T’+nn sin T'*) 
si utriusque variabilis a valore 0 usque ad valorem 360° extenditur, inter se ae- 


quales. Et quum perinde ulterius continuare liceat, patet, his valoribus etiam 
aequalem esse valorem integralis 


f de Er 
| Irylapcos®® + ap sin®®) 


a 8— 0 usquead B — 360°, qui manifesto fit — Q.E.D. 


4. 
u 

17. 
Ex aequatione, relationem inter T et T’ exhibente, 


(m —n)sin T.sin 7’* — 2msin T’—(m+n)sin T 


facile deducitur 


Vimm cos T?+nnsin T?) = m— (m—n) sin T. sin 7 
Vlm’'m'cos T*’+n'nsin 7’’) = mcotang T.tang T’ 


atque hinc, adiymento eiusdem aequationis, 
sin T.sin 7’. Y(mm cos T?-Hnnsin T*) + m’(cos T* — sin 7”) 
= 008 T.cos T'. Y (m'm'cos TH n'n'sin 7’) — 4 (m—n) sin 7’? 


Multiplicata hac aequatione per 
ar = ar 
VImmeos FT! EnnsinT?) — yYlmm’coT'’+nn'sinT’®) 
prodit 


m(coaT’—sinT)dAT __Fm—nanr*ar » 
vlmmcos T’+nnsin?®) v{m’m’ cos T'* + n'n’ sin 7°®) +d.sin TcosT 





Multiplicando hanc aequationem per ” — ", substituendo m{m —n) = 4{mm—ınn), 


(m—n)’ = amm—nn‘), in = 4 — + (cos T’’—sin T’*), et integrando, a va- 
loribus T' et T’= 0 usque ad 360°, habemus: 

‚ {cos 7? — sin T*).dT 
mm —nn) | ameaTı} nnsin T?) 


BR: _ Hmm —a'n') nn 
= U 42mm nn) 





(cos T’* — sin 7’*)d m_ 
any (mm'cos T’’+nnein T'*) 
45 
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Et quum integrale definitum ad dextram perinde transformare liceat, manifesto 
integrale 


(kor—snrydr 
az yimmeoos T’-+nnainT*) 





exprimetur per seriem infinitam eitissime convergentem 


Um'm'— nn‘) + lm" m" — nn) + sm" m" —n"n")+ ete. _ v 
“2 (mm—nn)i u" 





Calculus numericus commodissime per logarithmos perficitur, si statuimus 


iylimm—ıan) =ı, ylmm—nn) =, 4 lm'm’—n"n”) = X etc. 


unde erit 
= Br: V"—_ 4 “"— ar etc. atque 
m m 
—_ BACH ITH SKI ete, 


Ah 
18. 

Per methodum hic explicatam etiam integralia indefinita (a valore variabilis 
= 0 inchoantia) maxima concinnitate assignare licet. Scilicet, si 7” perinde 
per m‘, n, T' determinari sapponitur, uti 7" per m, n, T, ac perinde rursus 
T” per m",n’, T" et sie porro, etiam pro quovis valore determinato ipsius T. 
valores terminorum serie T\, 7”, 7”, T” etc. ad limitem ® citissime convergent, 
eritque 








Be ea SER N. 

vlmmoos T’+nnseinT?) pn 
f (oT —einTdT 8 % cos Psin T’+ 2%”cos T’sin T’+a)"cos T’sin "+ etc. 
OTIY GETTY "1 5 Tee Ya ee 5: ee 


Sed haec obiter hie addigitavisse sufliciat, quum ad institutum nostrum non 
sint necessaria. 


19. 
Quodsi iam statuimus m = y{G+@’), n = y(@+@”), valores quanti- 
tatum P, @ facile ad transscendentes p, v reducentur. Quum enim P, @ sint 
valores integralium 
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RL... rar 


f sin TAT 
22(mmcos 7’+nnsinT’yi 


2r(mmoos T’knnain ri 





a T=0 usque ad T= 360° extensorum, primo statim obvium est, haberi 








mmP-+nnQ = > a wie ea le [24' 
Porro fit 
{eos 7*— sin T’)dT se {mmcos ’—nnsinT)dT _ (mmcosT'—nneinT*)dT 
2zy (mm cos T’-+ nnsin T*) arn(mmeos T’+nnsinT’)}  rimmeos 7! + nnsin TMR 
? a cos Tsin 7 


zy (mm cos T’+nnsin T°) 
Integrando hanc aequationem a 7’= 0 usque ad T = 360°, prodit 
_ „tmmP—nnQ = > MRRRRKEOPOENFOR [25] 


E combinatione aequationum 24, 25 denique colligimus 


45* 
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ANZEIGE 


Göttingische gelehrte Anzeigen. 1813 Februar 9, 


Am 17" Januar übergab Hr. Hofr. Gavss der Königl. Societät eine Vor- 
lesung: 


Determinatio attractionis, quam in punctum quodlibet positionis datae exerceret 
planeta, cuius massa per totam eius orbitam, ratione temporis, quo singulae partes 
describuntur , uniformiter esset dispertita. 


Vermöge eines, vielleicht bis jetzt noch von niemand ausdrücklich ausge- 
sprochenen, aber aus den Gründen der physischen Astronomie leicht zu bewei- 
senden Lehrsatzes, sind die Säcularveränderungen einer Planetenbahn durch die 
Störung eines andern Planeten dieselben, der störende Planet mag seine ellipti- 
sche Bahn nach Keplers Gesetzen wirklich beschreiben, oder seine Masse mag 
auf den Umfang der Ellipse in dem Masse vertheilt angenommen werden, dass 
auf Stücke der Ellipse, die sonst in gleich grossen Zeiten beschrieben werden, 
gleich grosse Antheile an der ganzen Masse kommen: vorausgesetzt, dass die Um- 
laufszeiten des gestörten und des störenden Planeten nicht in rationalem Verhält- 
nisse zu einander stehen. Die Aufgabe, welche den Gegenstand dieser Abhand- 
lung ausmacht, nemlich die nicht genäherte, sondern genaue, nicht von mässi- 
ger Excentricität der Ellipse abhängige. sondern allgemeine, Bestimmung der An- 
ziehung, welche ein elliptischer Ring von unendlich kleiner und nach obigem 
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Gesetze unveränderlicher Dicke gegen einen jeden Punkt im Raume ausübt, ist 
daher für die physische Astronomie von hohem Interesse. Inzwischen ist sie nicht 
weniger auch in rein mathematischer Hinsicht merkwürdig, wegen der mancher- 
lei Kunstgriffe, welche ihre vollständige Auflösung erfordert. 

Von der Auflösung selbst ist es nicht wohl thunlich, hier einen Auszug zu 
geben. Der Verf. hat eine rein analytische Behandlung gewählt; Kenner, welche 
ihr mit Aufmerksamkeit folgen, werden leicht die geometrischen Correlate der 
einzelnen in der Untersuchung vorkommenden Grössen, und die Umschmelzbar- 
keit in eine geometrische Form wahrnehmen. Hier mag es genügen, nur das 
Endresultat anzuführen. Drei unbekannte Grössen G@, G', G” werden durch 
die Wurzeln einer cubischen Gleichung bestimmt, aus deren Beschaffenheit sich 
beweisen lässt, dass sie alle Mal drei reelle Wurzeln habe. Die nach einer be- 
liebigen Richtung zerlegte Anziehung des elliptischen Ringes wird sodann durch 
einen Ausdruck von der Form pP—+g0 dargestellt, wo p und g algebraisch 
von G,@G', G” abhängen, P und @ hingegen die bestimmten Werthe der In- 
tegrale 

led 
“ ar(mmcos T’+nnsin T*)3 
f sin 7'.dT 

2=(mmcos 7" + nnsin 7")! 





bedeuten, wenn die Integrationen von T—=0 bis T— 360° — 2r ausgedehnt 
werden, und wo 


m=y(G6+G), n=y(G+G”) 


Da diese Integrale (m = n ausgenommen) transscendenter Natur sind. und be- 
kannter Massen mit andern in der Perturbationsrechnung vorkommenden vielbe- 
handelten Transscendenten zusammenhängen, so konnte die Auflösung, nachdem 
sie bis auf diesen Punkt geführt war, als vollendet angesehen werden. Der Ver- 
fasser hat indessen diese erste sich ihm darbietende Gelegenheit benutzt, um die 
ersten Linien eines neuen Algorithmus zu geben, dessen er sich schon seit einer 
langen Reihe von Jahren zur Bestimmung dieser Transscendenten bedient hat, und 
worüber er in Zukunft eine ausgedehnte zu vielen merkwürdigen Resultaten füh- 
rende Untersuchung bekannt machen wird. Hier können nur die Hauptsätze, 
mit Uebergehung der Beweise angeführt werden. Wenn man aus zwei gegebe- 
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nen positiven Grössen m und n, andere m’, m”, m" u.s.w., nn’, n”u.s.w. nach 
folgenden Gesetzen ableitet: 


m —tm+n, "n—=ymn 
m" — tm tn), n’= yYmn 
m” 2: + m’ n”), a" = v mn" u.8.w. 


d. i. wenn m’, n’ resp. das arithmetische und geometrische Mittel zwischen m 
und » ist; eben so m”, n" das arithmetische und geometrische Mittel zwischen 
m’ und x u.s.f.: so nähern sich die Glieder sowohl der Reihe m, m’, m", m” u. s. w., 
als die der Reihe n, rn‘, n”, n” u.s.w. äusserst schnell einer gemeinschaftlichen 
(irenze = p, welche der Verfasser das arithmetisch-geometrische Mittel von 
m und n nennt. Offenbar ist p zugleich das arithmetisch -geometrische Mittel 
von m’ und m’, oder überhaupt von je zweien zusammengehörigen Gliedern der 
beiden Reihen. Der Verfasser beweist nun, dass m der Werth des Integrals 
dr 


Tut 
ist, wenn die Integration von T= 0 bis T = 360° ausgedehnt wird. Man 


wird leicht sehen, dass diess auch auf folgende Art hätte ausgesprochen werden 
können: Wenn die Entwicklung der Function 


die Reihe 
A+ Bcos+ Ccos2% + Deos3b-+ etc. 


gibt, so ist allezeit r das arithmetisch-geometrische Mittel der beiden Grössen 
. Yia+-5) und Y(a—B6). 


Ein zweites eben so wichtiges Theorem ist, dass wenn man die Summe der 
unendlichen jederzeit sehr schnell convergirenden Reihe 


2 mm — nn’) + 4(m’m’— n'n") + 8 {m”’m"—n"n")+ u. s. w. 
wo die Zahlencoöfficienten eine geometrische Progression bilden, — (mm—nn)v 
setzt, der Werth des Integrals j 


0052 T.dT 
J ınyimmcos T'+ nnsin T*) 
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v 


von T=0 bis T= 360° erstreckt, — — „ wird. Offenbar ist denn hier- 
durch auch der zweite Co£fficient obiger Reihe bekannt, nemlich B= — in 
wenn man m = Y{a+5), n = yla—5) gesetzt hat. Alle folgenden Cocfh- 
cienten ©, D,u.s.w. aber werden bekanntlich durch die beiden ersten A und B 
algebraisch und einfach bestimmt, Für die numerische Berechnung der Grössen 
mm —n'n‘, m'm’—n"n"u.s.w. wird in der Abhandlung selbst noch ein besonderes 
sehr bequemes Verfahren gelehrt. 

Die Anwendung auf die Transscendenten der gegenwärtigen Untersuchung 
gibt endlich noch die einfachen Ausdrücke 


pn 2 


Aufmerksamen Lesern wird es nicht entgehen, wie viele interessante Auf- 
gaben, die mit den hier betrachteten Transscendenten zusammenhangen, durch 
den erklärten Algorithmus mit grösster Leichtigkeit aufgelöst werden. Als ein 
Beispiel führen wir hier die Rectification der Ellipse an. Setzt man ihre halbe 
grosse Axe — m, die halbe kleine Axe = n, so wird die Peripherie 

= = Im'm’— 2 (m’m" — n"n”) — 4 (m m" — nn” )— 8 (mm — n”n”) — u.s. w.| 
Ein anderes Beispiel gibt die Dauer der Pendelschwingungen bei endlichen Bo- 
gen, welche sich zu der Dauer der unendlich kleinen Schwingungen verhält, wie 
die Einheit zu dem arithmetisch-geometrischen Mittel zwischen 1 und dem Co- 
sinus von einem Viertel des ganzen Schwingungsbogens. 

Schliesslich mus noch bemerkt werden, dass der Verf, diese Resultate, so 
wie er sie schon vor vielen Jahren unabhängig von ähnlichen Untersuchungen 
Lasrange's und Lesenoee's gefunden hat, in ihrer ursprünglichen Form darstellen 
zu müssen geglaubt hat, obgleich sie zum Theil aus den Entdeckungen dieser Geo- 
meter leicht hätten abgeleitet werden können, theils weil jene Form ihm wesent- 
liche Vorzüge zu haben schien, theils weil sie gerade so den Anfang einer viel 
ausgedehntern 'Theorie ausmachen, wo seine Arbeit eine ganz verschiedene Rich- 
tung von der der genaunten Geometer genommen hat. 


NACHLASS. 


{ARITHMETISCH GEOMETRISCHES MITTEL.) 


PARS 1. 
DE ORIGINE PROPRIETATIBUSQUE GENERALIBUS NUMERORUM 
MEDIORUM ARITHM. GEOMETRICORUM. 


1. 
Sint r y. RT. duae progressiones quantitatum ea lege formatae, ut 
quilibet ipsarum termini correspondentes sint media inter terminos antecedentes, 
et quidem termini progressionis superioris media arithmetica, progressionis inferio- 


ris geometrica, puta 
al= +(a+b), = yab, a = 4(d-+b), ’—yYab, a" —Ha’+b"), 5"—=ya”b" etc. 


Supponemus autem, ipsos a, b esse reales positivos, et pro radicibus quadraticis 
ubique accipi valores positivos; quo pacto progressiones quousque libuerit produci 
poterunt, omnes ipsarum termini erunt plene determinati valoresque positivos rea- 
les nanciscentur. Porro prima hic se fronte offerunt observationes sequentes: 

L $Si a=b, omnes utriusque seriei termini erunt =a—=b, 

II. Si vero a,b sunt inaequales, erit (a —b’\({a+b') = ${a—b)’, unde 
conceluditur b’<{a', et perinde erit 5"<{a”, 5"<a” etc., i. e. quivis terminus se- 
riei inferioris minor erit quam correspondens superioris. Quocirca in hoc casu 
supponemus, esse etiam d<[a. 

III. Eadem suppositione erit a<{a, b>b; a’<{a‘, b’>b'ete.; progressio 
itaque superior continuo decreseit, inferior continuo crescit; hinc manifestum est, 
utramque habere limitem; hi limites commode exprimuntur per a”, 5®, 

IV. Denique ex =? — (—B er 


ern erg gitur d-P<4le—b), 
46 


u un ua be 
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a’ — b", a” —b” etc. constituere progressionem continuo decrescentem atque ipsius 
limitem esse = 0, Hinc a” =b*, i.e. progressio superior et inferior eundem 
limitem habebunt, quo illa semper manet maior, haec minor. 

Hunc limitem vocamus numerum medium arithmetico-geometricum inter a et b, 
et per M({a, 5) designamus. 


2. 

Radices aequationis 22 —2axc-+-bb = 0 erunt reales positivi, siquidem 
a>b; medium arithmeticum inter has radices erit a, geometricum b; designata 
itaque una radice (et quidem maiore si sunt inaequales) per ‘a, altera per 'b, pote- 
rit ‘a spectari tamquam terminus progressionis superioris terminum a praece- 
dens, eodemque modo 'b tamquam terminus progressionis inferioris ante b. Si- 
militer designando 


aequationis 22 —2 ar 'b'b = 0 radicem maiorem per "a minorem per "b 
z0—2 "ar +"b"b = 0 "a "b 
22 —2"ar -+"b"b — 0 "a h 


poterunt 'a, "a, "a etc. spectari tamquam continuatio progressionis superioris ver- 
sus laevam, atque 'b,"b, "b etc. tamquam continuatio progressionis inferioris, ita 
ut iam habeantur duae progressiones utrimque in infinitum continuabiles 


Pb ie: ner ak: Sue 20 ur 2 Sie ee (I) 
Pan le m Fu TE TE Pe Si er Pe (I) 


Quivis itaque terminus progressionis (I) erit maior quam correspondens se- 
riei {II); series illa a laeva ad dextram continuo decrescit, a dextra ad laevam 
erescit: haec a laeva ad dextram continuo crescit sensuque contrario decrescit. 
Versus dextram utraque series eundem limitem habet; versus laevam autem (I) 
super omnes limites crescit, (II) habet limitem 0 (nisi omnes utriusque progres- 
sionis termini sunt aequales),, Nam a —=a+tYlaa—bb); b=a— Ylaa—bb); 
hine 'da— bb = 4ay(aa— bb) > 4(aa — bb), similiterque "a’a —"b"b > A4('da—'bb) 
ete., unde patet, seriem aa—bb, 'da—'bb, "a"a—"b"b etc. et proin etiam hanc 
a,'a, 'a.ete. quemvis limitem superare posse; 3 == E< - similiterque 1<2 etc. 


i. ©. = infra quemvis limitem deprimi potest augendo ipsum », adeoque limes 


seriei 5b, 'b,"bete. —= 0. 
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Ex definitione numeri medii arithmetico -geometriei tam manifestum est, ut 
explicatione ampliore iam non opus sit, sequens 

Turorzema. Numerus medius inter terminos quoscunque correspondentes pro- 
gressionum I, II idem est atque inter a et b. 


3. 
(Quo clarius perspiciatur, quanta rapiditate series (I) et (II) ad dextram 
versus limitem suum approximent, et quomodo versus laevam illa crescat, haec 
decrescat, exempla quaedam hic sistimus: j 


Eremplumi. a=1,b=0,2 


"a —15,83795 47919 02 "5 = 0,00000 00000 00000 00005 7 
"a —= 7,91897 73959 512 "5 —= 0,00000 00013 481 

"a = 3,95948 86986 4971 "b = 0,00010.,30955 7682 

‘a = 1,97979 58971 13271 239277 9 bb = 0,02020 41028 86728 76072 1 
a — 1,00000 00000 00000 00000 0 b — 0,20000 00000 00000 00000 0 
a — 0,60000 00000 00000 00000 0 b — 0,44721 35954 99957 93928 2 
a’ = 0,52360 67977 49978 96964 1 b" — 0,51800 40128 22268 36005 0 
a” —= 0,52080 54052 86123 66484 5 b" = 0,52079 78709 39876 24344 0 
a”— 0,52080 16381 12999 95414 3 6b" — 0,52080 16380 99375 

a‘ — 0,52080 16381 06187 b" —= 0,52080 16381 06187 


Hic a’, 5b" in 23° demum figura discrepant; 'b est minor quam (+15); 
"a,'a,“a etc. sensibiliter formant progressionem geometricam, cuius exponens = 2. 


” 


Eremplum 2. a—=1,b—=0,6. 


"a —14,35538 2913 "5 = 0,00000 00000 
"a —= 17,17769 14569 307 "5 —= 0,00001 73070 
"a — 3,58385 43819 99831 75712 7 "b —= 0,01114 56180 00168 24287 3 
a —= 1,80000 00000 00000 00000 U b = 0,20000 00000 00000 00000 0 
a — 1,00000 00000 00000 00000 0 b = 0,60000 00000 00000 00000 © 
a = 0,80000 00000 00000 00000 0 b' — 0,77459 66692 41483 37703 6 
a” —= 0,78729 83346 20741 68851 8 b" = 0,78719 58685 06172 16741 6 
a" 0,73724 71015 63456 92796 7 b" —= 0,73724 70999 
a” 0,78724 71007 & b"— 0,78724 71007 8 
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Eremplum 3. 


Ya —25,19190 722 
"4 —12,59595 36116 78 


2 


a = 6,29797 68125 07655 42373 
"a — 3,14919 333834 82966 75407 
a = 1,650000 00000 00000 00000 
a —= 1,00000 00000 00000 00000 
a — 0,90000 00000 00000 00000 
a’ — 0,89721 35954 99957 93928 
a” —= 0,89721 14321 16346 
a”—= 0,89721 14321 15042 
Exemplum 4. 
"4 —=19,17024 37557 69475 31905 
"a —= 9,58512 18783 51017 67266 
"a —= 4,79262 77923 78537 18223 
a —= 2,41421 35623 73095 04880 
a —= 1,41421 35623 73095 04880 
a —= 1,20710 67811 86547 52440 
a’ —= 1,19815 69430 94634 29555 
a”"—= 1,19814 02347 93877 20908 
a”—= 1,19814 02347 35592 20744 


Habeantur praeter progressiones 


r 


"b, 
duae aliae 


#* 
a, 4, 


'y, 


'd, 


=, 
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= 0,8. 
’5 — 0,00000 00000 0 


"bh — 0,00000 00133 367 
4 "b = 0,00040 98644 58278 08440 
2 "b = 0,05080 66615 17033 24592 
0 'b = 0,40000 00000 00000 00000 
0 5b = 0,80000 00000 00000 00000 
0 5 — 0,89442 71909 99915 87856 
2 5" = 0,89720 92697 32734 
b" — 0,89721 14321 13738 
5b" —= 0,89721 14321 15042 

o= v2, b=1i. 
0 "5b = 0,00000 00009 32560 02627 
3 "b = 0,00013 37064 06056 69181 
7" —= 0,03579 93323 67652 95745 
2 bb = 0,41421 35623 73095 04880 
2 b = 1,00000 00000 00000 00000 
1 b = 1,18920 71150 02721 06671 
y b" — 1,19812 35214 93120 12260 
3 b"— 1,19814 02346 77307 20579 
1 b"== 1,19814 02347 35592 20743 
4. 

a Pe ee 

a ae ee 

ed dd dr 

a Pe ee 


- 2 2 © 


simili modo formatae; supponamusque, duos terminos in posterioribus duobus in 


prioribus proportionales esse, e.g. a:b = c:d, sive ac=b:d=1:n. 


Tunc 


omnes termini in I ad terminos in III, omnesque in II ad terminos in IV (simi- 
liter relative ad a, b, c, d siti ac sitos) in eadem ratione erunt, puta 
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c=na, C=nad, "na", c=j/an, d’—=nd‘, "Yd—='bın 
Hinc facile deducitur, etiam limitem serierum I, II, fore ad limitem serierum 


III, IV ut 1 adn, sive generaliter M(na,nb) =nM{a,b). Evrit itaque generali- 
ter M(a,d)=aM(1,2)=M(3, 1). 


5. 
Prosızma. Exprimere medium arithmetico-geometricum inter numerum unitate 
maiorem 1-+x et unitatem, per seriem secundum potestates ipsius x progredientem. 
Sol. Quum M{1,1)=1, supponamus 


Mii+a,1)=1+Ar HA ++ h"a'+ etc. 
ita ut 4, A”, k”, A” sint coöfficientes constantes ab = non pendentes. Sit 
z = 2t--tt, eritque 


M(i+2,1)= M(i+r+3211, 141) = (+) M(1+3,1). 
Quare habebitur 
1+A(2: +20) +- 2 +11)’ + ++ etc. 
= 1+t+ (pt) +-M th et etc. 


Hinc prodeunt aequationes 


hi 
4 + K=yh 
5" +Aah— 0 


164” + 124” + KW 44 
324" + 324” + 6A”— — th" 
64h" + 804" + 244” + A’ 4A rd" 
1284" +1924" + 80A’ +84" —4h’—4h” 
256" +448A" + 240R" +40 HA" HH" eh” 
etc. unde fit 
K=t4 HM=—n Ken Mh Mer Neth 
Quare 
Mi+21)= 144 Heat ehr het ee. 


Ceterum nullo negotio perspieitur, medium inter 1 et numerum unitate minorem 
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1— 2 fore I Ar + hr — Mr +ete = Ir rer — etc. 
(Quum hi co@ffieientes legem obviam non exhibeant, has series praetergredimur, 
alilamque viam tentamus, quae successum feliciorem praestabit. 


6. 
Propıema. Exprimere medium ar. g. inter 142 et 1—ır per seriem secun- 
dum potestates ipsius x progredientem. 
Sol. Quum habeatur 


x ir 
Mii+z, 1-2) = (1—a)M(I+ 7,1) 
statim habetur e serie art, praec. substituendo ibi = pro x 


MIi+.1)= 14. Ha He He Ha Ha + etc. 
atque hinc 
M(i+2,1—2) = 1— rer ar — a + ete. 


Coöfficientes huius seriei etiam independenter a serie art. praec. per metho- 


dum sequentem erui possunt. Ponatur # = ii eritque 
1—tt 
Mi1+2,1—2)=M 71) = er M(I1-H tt, 1— tt) 


Quare statuendo 
M(i-+2, 1-2) = 1+ase +60" +Hyr +60’ + ete. 
(nam potestates ipsius x cum exponente impari non adesse sponte patet) habebitur 
ar + ee 


—=1+ar +5 Hy" Hör etc. 
Hine prodeunt aequationes 


ı +4a=0 unde « = —} 
—da+ibb=a b=—# 
40 —486-+64y = 0 y- tl 
—4a+966—320 y+ 2560 = 6 be Hr = th 
etc. etc, 


In hac quoque serie coöfficientes legi simplici non subiecti sunt: at si unitas per 
illam seriem dividitur, prodit 
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= 1+tar+ 2 ICE WREEEFER N etc. 


ubi primo aspectu videmus, co&fficientes esse quadrata radicum #4. #-$, 4-4-4. 
4.2.3.7, adeoque secundum legem persimplicem progredi. Sed methodus, per 
quam ad hanc conclusionem pulcherrimam pervenimus, inductionis tantummodo 
vim habet; quam ad certitudinis gradum evehere in disquisitionibus sqg. nobis 


proponimus. 


Hırai  — 


Supponendo 
= 1+Arr+Br + Cr-+ etc. 


1 

MUı+z, 1-2) 

atque ut in art. praec. 2 —= en habemus 
1+4A( (tl Fer +02) +D(2,) + etc. 
= 1+t+At!+At’+Bt’+ Bi! + Ct"? +Ct"+De'’+-Di"’+ etc. 
unde emergunt aequationes 
4A—=1 

— 8A+ B=A 


12A— 64B+ 44C=A 
— 16A+160B—384C+256D=B etc. 


atque hinco A=4, B=+..%, C=+4%-4: D=+%.H-4, ut supre: 
sed legis ratio hinc operosius deduceretur: quare methodum sequentem praeferi- 
mus. Ex aequatione 


Fate tBE 


demanant aequationes sequentes: 
ıi=1 [1] 


+ ee. = 21(1+At'+Bi*...) 





0—=1— 4A [2] 
A = 1—12A+ 16B [3] 
0=1—24A4A+ 30B— 64C [a] 
B = 1—40A+240B— 448C+ 256D [5] 


0 = 1—60 A+560 B— 1792 C+ 2304 D— 1024 E [6] 
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ubi coöfficientes facile subiiciuntur formulae generali: scilicet aequatio n® erit 





M=1—-4Ax" "+16 Bx tt: nn! —u0x"t: ah: amt arm 
n+3.n+2.n +1.n.0— 1.0 — 121.0 —3.n—4 
+256Dx 1 I, Doch, M Ton ee. 


ubi M erit vel == 0 (quando n.par), vel aequalis termino 4(n-+ 1) seriei 
1,4, B,C, Detc. (quando » impar). Iam ex his aequationibus sequentes no- 
vas deducimus*). 


[2], 0=1— 44 
4[8)— [ll 4A—1=3— 484+ 64B 

9[4]— 412), 0 = 5— 200A+ 720B— 5760 

16[5)— 9[3], 16B—9A — 7— 532A+ 3696B— T168C+ 4096 D 
25[6]—16[4], 0 = 9—1116A+12720B— 43776 C-+57600 D—25600E 


etc., ubi co&fficientes legi generali facile subiiciuntur. Seilicet aequatio n'* erit 


nnN—(n—ı L= ent) -4Ax rzet2 16Bx zarZutt 





— 16 Cartrmrlunmitenint 12 


Ge Er To Dee Tg 
ie n+i.n.n—1.n—1.n—J3, 9nn—ın+ 20 
+64Dx ee 


ubi factorum progressio obvia est ER praeter factores simplices in singulos co&f- 
ficientes ingreditur factor duplex talis knn— kn ++(Ak—1)). Hae aequationes 
simplicius sequenti modo exhibentur, singularum membris ad dextram in binas 
partes discerptis (praeter aequ. primam, quae immutata retinetur): 
0=1—4A 
4A—1—=|3— 364 
— 12A+64B| 
0—=|5— 180A+ 400B 
— 204+ 320B—576C! 
16B—9A = |7T— 504A+ 2800 B— 31360 
— 233A+ 896B— 403204 4096 D| 
= [9 — 1080 A+ 10300 B— 23224 C-+20736.D 
— 364+ 1920 B— 15552 C+36864 D— 25600 E} 


") Signa derivationis explicantur in Diequisitionidus Arithmetieis art. 162. 
")Z et N hie sunt vel utraque = 0 (quamdo m impar), vel resp. terminis gut, pn + 1®" seriei 
1,4,8,C, D, E etc, nequales, 
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scilicet generaliter aequatio n'* 
nnN—(n—i”L 
1— 3.44" +51: r_ 1.0 0°: «ati. n—3 
ers ea 0 
an} n.n—1.16 n 
2 er RES _ abin.nmtnmas 
1A + 16B SE SE TE 640 .2.3.4.5.6 
3 hs k-17 k—1 
+k giıK nn. oilde Fehde 1 
a eh ap Er Egg N 
k=5 k—7 k—3 
+ + — et sd) 
ki 2 2 2 
Een + FTX 1 Pe 


designante k indefinite quemvis imparem, sint ita 


0=1—44A 
4 A—1 = 3(1—44)—4(9A—16B) 
0 —= 5(1—44)— 20(9 A— 16 B)+16(25 B— 36 C) 
16B—9A = 1(1— 4A) — 56(9 A— 16 B)+112(25 B— 36 0) — 64 (49 C— 64 D) 


0 = 9{1—44)— 120(9A— 16.B)-+432(25 B— 36 C)— 576 (49 C—64.D) 
+ 256(81 D— 100E) 
etc. et generaliter aequ. n'* 


nnN—(n—ı1)’L 


= (n—1)1 44) 9 A—16B nen 95 36.0) 


an—i.n +2.n +i.n.2—1.0n—1.n—3 
6 1.3.2.8 .4.$5.6.7 (49C0—64.D)-+ etc. 


ubi legis obviae universalitas e calculo sponte demanat. Hinc vero perspicuum 
est, fieri necessario 
0—= 1—44, 0 = 94—16B, 0 = 25B—36C. 0 = 49 C0—64D, 0 = 81 D—100E 
etc. in inf. adeoque 

A=4 Betr. (=thdH Det H HH, Et AH Hd 


et sic porro in infinitum. Q.E.D. 
ul. 47 
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Si statuimus 


I+ter +. Ma +t Pe Ha +ete. = y 
fit 
tert 1a Part Pete. = 
atque 
22449 +4. 9.252°+1.49.44-19 0° + etc. Le 


unde sponte sequitur 
ze 





+3 4y— wer! as +) 
sive 


2) + (2. — 1); Yıy= = 0 


Hoc itaque modo media nostra arithmetico-grometrica ad quantitates integrales 
revocata sunt, solutionemque particularem huiusce aequationis differentio - diffe- 
rentialis subministrant. 


Eiusdem aequationis int. compl. est unten 


Sit 9 angulus indefinitus, eritque valor integralis fcosy’dy, a g=0 us- 
que ad g=r, ut vulgo notum est, —+r; eodem modo fit valor integralis 
feosy*dy inter eosdem limites —}+.tr; valor integralis [cosp'dy = }.4.$r 
etc, — denique, ut sponte patet, S dz=r. Hinc perspicuum est, valorem in- 
tegralis 

Jar x(i+4@cosg’+4.trtcosp'++.4.32°cosg"+ etc.) 
sive huius Ines: fieri — ry, sisumatur a g—=0 usquead $=j7, 


spectando quantitatem x tamquam constantem, 


Quodsi functio Kızesee in seriem talem evolyi supponatur, 


P+20@cos2%-+2Rcos49-+28c0056p-- etc. 


ita ut coöfficientes P, Q, R, Setc. a sola x pendeant: valor integralis supra tra- 
diti completus erit 


P+-+ Qsin29 +4 Rsin4p-+ 4 Ssin6p-—+ etc. + Const. 
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adeoque valor intra limites ante allatos, — Pp, unde y—= P. Iam observamus, 
quum sit „= M(1+2,1—2) fieri quoque y =M({(1,y(t—ra)). Hinc facil- 
lime derivatur sequens theorema generalius: Si expressio talis Home = W 
in seriem secundum cosinus angulorum 2%, 49, 69 etc. progredientem evolva- 
tur, cuius terminus constans designetur per P; valores maximus et minimus ipsius 
W autem (puta hen) et g) denotentur per v,v: erit + medium arithme- 
tico-geometricum inter -. et =. Proxime quidem ratiocinia praecedentia pro eo 
tantummodo casu valent, ubi y est quantitas positiva: sed facillime ad eum quoque 
casum extenduntur, ubi y est negativus. In hocce enim casu it W = = ne 

= ; inter 8 04 MED he 
ponendo = 90—Y; unde „ med. inter — et ———. Ut supra. Ceterum 
nullo negotio patet, idem theorema sine ulla mutatione etiam ad expressiones ta- 
extendi, puta ut fiat 


1 
les Fern. Com. 


a 
Ve@+ eos?) 
= M(— — , — = M(/E=r vern, 
P ’ 


valor max.' valor ne a ® 


huiusmodi enim functiones reducentur ad formam ————-—, 
- v(6—r+27eos4?) 


modo diximus prorsus similem, si scribatur 9 — 2% *). 

Denique monemus, in sequentibus demonstrationem multo generaliorem 
eorundem theorematum ex principiis magis genuinis datum iri; praetereaque mox 
etiam omnes reliquos co£flicientes @, R, S etc. per methodos aeque expeditas 
eruere docebimus. Hoc loco haec disquisitio eam quoque utilitatem präestabit, 
ut iis, qui dum veritatum aeternarum sublimitatem atque divinam venustatem non 
sapiunt, earum pretium ex solo usu, qui inde in partes matheseos applicatae re- 
dundare potest aestimare noverunt, — hasce investigationes cariores reddat. Quan- 
tae enim utilitatis sit evolutio coöfficientium P, Q, R, Setc. tam rapida, ut ea 
quae ex his principiis promanat, in astronomia physica sive theoria perturbatio- 
num planetarum, nemo ignorat. 


ei de qua 


*) Ceterum ex praecedd, sponte sequitur, si plures expressiones tales ita comparatae 


a 
Bar vor Ten) 
sint, ut ipsarum valores extremi aequales sint: terminos constantes ex ipsarum evolutione prodeuntes necessa- 


rio sequales fieri, etiamsi omnes reliqui co@flicientes valde discrepent. 
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PARS 11. 
DE FUNCTIONIBUS TRANSSCENDENTIBUS QUAE EX DIFFERENTIATIONE 
MEDIORUM ARITHMETICO-GEOMETRICORUM ORIUNTUR. 


% 
9. 
Sint 
Ba Fr er. (1) 
9 Yı dr 9”... (I) 
series perinde formatae ut series in art. 1., puta ut quivis terminus in IA sit 
medium j?rithmetioum) inter duos terminos praecedentes, adeoque 2° = y? = M(r,y): 


geometricum 
patetque, omnes has quantitates et proin etiam ipsarum limitem esse functiones 


duarum variabilium x, y, atque variari, simulacque harum alteruter aut uterque 
mutationem patiatur. Hic nobis de solis mutationibus infinite parvis sermo erit. 
Fit itaque 
nn '— auf z 2 y 
de=yda+rdy, dyaıyz .detrvz dy=4zde+4,dy 
et perinde 
da” = 4de+4dy, dy’= ı.de+ 15 dy etc. 


Hoc modo differentialia omnium terminorum in I et II per differentialia ipsarum 
x, y adiumento substitutionum exhiberi possent: sed lex progressiones magnopere 
obscura hinc prodiret, Quam ut clarissime ob oculos producamus, sequentibus 
scribendi compendiis utemur: Scribemus 
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dz , dy _ de , dy _ de” , dy” _ m 
‚+7 =f, zty=f. 7t7 =f" etc. 
dz de’ dy » de” dy” „ 


mn FT TIN. FT u 
unde statim prodit 
SH tr Hd SH) +) 
= Hab) 1 e-2) =/4H407 
et prorsus simili modo 
S=/+WF. Felt) ee. 
Perinde fit 
dz_ de  dy__dy dr r dy — z—r' 
g=tHz tr: 7) tat HR) 49) 


eodemque modo g’=} I g’= Pe etc. Nec non hinc patet esse 
=S+J.5 str. S"=f4+g+g+g" ete. Nullo negotio perspici- 


tur, seriem Et, n ” — etc. celerrime infra omnes limites decrescere, quamobrem 


habebimus per seriem infinitam rapidissime convergentem 


















































er HF Hr gt 
. 2dz* 2dy*  2dMiz,y) 
er er en 77 
— Zrr+ Ex +47 + etc] sive 
dAMa,y)= May)x [Ex +r +4 GE + ete) 
+ x64- 7 ete)] 








Calculum aliquantum MEAN nanciscimur sequenti modo: Fit 





eo et 
EEE 5 7 Be 7 277 ee 7 2 Te 7 27 
unde promanat 


May x Ex leryyH ae yy Heer yy)+Se"R-y'yN)-) 


ee ee Di ae -y"y").-)) 





2 ir mg" et vv —e" _ = Van v"y” 


’ ——- etc. 
} et perinde Pr) Try" a yy 
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Ut computus maxima facilitate per logarithmos confici possit, sequentes formulas 
adiicimus, ex algorithmo serierum I. II sponte demanantes: 


y) N, Fi yy= HT er 


quae simul protinus ostendunt, quanta velocitate series nostrae convergere debeant. 
Si magis arridet, etiam sequentes formulae poterunt adhiberi: 


si yy=ta—y), dr yy'—= rl y')’ etc. 
10. 


Rapiditatem convergentiae harum serierum monstrabunt exempla sequentia: 
T. Sit z=y2, y=1 (Conf. art.3). Hic habetur ze —yy= 1 


2(d —yy) =Hlr —y)” = 0,0857864376 2690 
ala" —y'y) = (ed —y)” —=0,...3203980 4927 
Sl" —y"y") = 2" —y’—=0,........ 22 3462 


16(2"2"—y”y”")= 4" —y")=0, 
Summa = 0,0861068379 10 


Hine fit dM(x,y) = M({xz,y)x x [aysx< 1,0861068379.. +2 x 0,9138931621...| 
siveinnumeris —=dıx0, 460082. ..+dy x 0,5474860839 
U. Sit 


1= 5,202776 + 2,784072 —=7,986850, y == 5,202778 — 2,784072 = 2,418706 


ubi z, y sunt distantiae maximae et minimae Iovis et Cereris (neglecta excentri- 
citate planorumque inclinatione). Quare 


x — 7,9868500 y = 2,4187060 zz —yy 

x = 5,2027780  y = 4395207 2er —y'y') 
x" = 4,1989925 y" = 4,781975 4(2"2" —y’y") 
—= 4,7904838 y"= 4,790476 8 (e"2"—y”y”) — 
x”= 4,790480 


59, 
1,28 


11. 
Facile iam etiam coöflicientes sequentes serie 


Be 7 ni 


FORTSETZUNG DER UNTERSUCHUNGEN 


ÜBER DAS ARITHMETISCH GEOMETRISCHE MITTEL. 


[Die weiteren Untersuchungen von Gauss über das Arithmetisch geometri- 
sche Mittel sind so unvollständig, nur in den Endformeln, und mit so wechseln- 
der Bezeichnung niedergeschrieben, dass fast alle Übersicht fehlen würde, wenn 
der Abdruck nur jene Formeln ohne nebenhergehende Erläuterung wiedergäbe. 
In den folgenden Artikeln habe ich die im Nachlasse gefundenen Stellen hervor- 
gehoben und durch solchen Gedankengang verbunden, wie er vielleicht die Ver- 
anlassung gewesen ist, dass Gauss die betreffenden Resultate unter einem erkenn- 
baren gemeinsamen Gesichtspunkte aufgestellt hat.] 


12. 

[An mehren Stellen bedient sich Gauss neben den in den vorhergehenden 
Artikeln betrachteten beiden ursprünglichen Reihen von Grössen (a, 5), welche 
sich auf dasselbe arithmetisch geometrische Mittel beziehen, auch noch einer 
dritten Reihe von Grössen (c), die mit jenen durch die Gleichung aa = bb-+.ce, 
welche für jeden gemeinsamen Index der drei Glieder (a,b,e) gilt, zusammen- 
hängt. Nach den Festsetzungen in Art. 2 können die Gleichungen zur Berech- 
nung der rück- und vorwärts folgenden aus a, b, c abgeleiteten Grössen in die 
Form gebracht werden: 
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"a—'a-+', a=a+tc, a, 2d=a+b, 
' r 
b=a-—'e, t=a—c b, bb —= ab, 
."de=4alc, cc=4ae, c, Ic =a—b, 


Hieraus ergibt sich unmittelbar dass, während 


M(ab)= M{a”,b") = M("a,”b) = lim a" = lim " 


ist, 


M(a,c) = 2"M(a", ec) = 2"M(?a,%) = lim”® = lim 


wird und sich damit die dem ersten Beispiel in Art. 3 angefügte Bemerkung, dass 
die ?a, "t'a, "+?g etwa wie die Glieder einer geometrischen Reihe mit dem Quo- 
tienten 2 zunehmen als allgemein gültig erweist, ferner dass für den im Bei- 
spiel 4 Art. 3 berechneten Fall a=by2=cy2 bei jedem n: "a— 2".al 


are ter 


Die Art der Annäherung jener Grössen an ihre Grenzwerthe ergibt sich aus 


den folgenden Reihenentwickelungen 


M(a,) =a at _at_,, _om_,,, 


u’ =d-+b,. 


b"h" — ab‘, 


2’ =a—h,.. 


für m = 00 


für Mm — 00 


M(ab) =#P tat _ar_..,—etm_.., 
Mla,c) = It NIg ya _ nn, jr, _ a 
Mac) = 2". Ham — amt nn, gem _ 


Mad? — a. — 4a. get at_,, getan tm 


Mab? — tet, rt —_ tm, tm __ FR 


Mia,’ = 2".%.5 477.9. Je... 


game Da, m, 


M(a,c = 2" ra. 


ee ne em. 


YMab)= ya — yet —Vot_.. —ytm_,,. 
VMa,b)= yR+Yet—_yeH_.. —yotm_ 
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VM(a,c) = ya tra ya ta _ men _ ,.. —yaamntm _... 
VM(a,c) = yat.rc + ya. le a4... yarman nm) _ 
a lg ln zu lg — 
Ben log + log a a A 
en nlg25 — 2 en — za DOG 2 an — 


n+2, 


Mla,e 

eh — Alog2’ 5° + mml0gh a + .6« + lg + .. 

In den vier letzten Gleichungen ist 5 statt der für beständig wachsendes m 
geltenden Grenzwerthe beziehungsweise von 


Mlar,c®) | M(a.c) jpg Mlma m) me Mami) 
a 3 hen un 


.lo 082, = 
das ist statt des Grenzwerthes von M{1,e)log 5 für bis zur Null abnehmende 
positive Werthe des e gesetzt. Es folgt nemlich zunächst aus jenen Gleichun- 
gen, in welchen, wie die Relationen 
in Mer Garn ei 
leicht erkennen lassen, die zu logarithmirenden Werthe, so bald sie alle reell 
sind, vom zweiten Gliede der Reihe an beständig bis zur Einheit hin abneh- 
men, dass die gesuchte Grösse eine völlig bestimmte und z. B., wenn man 
a—by2=cy2 setzt, eine zwischen den Grenzen flog? und log? einge- 
schlossene Grösse ist. Die obigen Gleichnngen gelten auch für complexe Wer- 
the der Veränderlichen, wenn man n =0 setzt und diejenigen Werthe, der 
log”a, log”e, loga, logb, log, loga”, logb” zu Grunde legt, welche durch 
stetige Änderung derselben aus den reellen Grössen folgen. Nimmt man nun 
als ein System (a,b,c) das der Bedingung a=by2=cy2 unterworfene und 
aus reellen Grössen bestehende, ferner als anderes System (a,6,y) dasjenige, 
für welches a=c, 5 =by—i1, y=a=by2=cy2 ist und die durch Wur- 
zel- Ausziehung zu bestimmenden Werthe von 6" und ”y positive reelle Theile 
erhalten, so kann man ein drittes veränderliches System (A,B,C) aufstellen, 
welches von dem einen {a,b,c) zu dem andern (a,6,y) stetig übergeht, und zwar 
1m. 48 
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so, dass bei diesem Übergang keine der Veränderlichen "A, "C, A, B, C, A”, B” 
den Werth Null berührt oder einen negativen reellen Theil erhält. Die letzte 
jener Gleichungen, n gleich Null gesetzt, gilt also sowol für das System (a,b,c) 
wie für (a,5,y) und da 


M(a,6) = +(1+y—1)M{ab), M{a,y) = M{a,c) = Mi{a,b) 


ist, wird v1 —=logy—1; eshatalso x die gebräuchliche Bedeutung als Ver- 
hältniss-Zahl der Länge des Umfangs eines Kreises zu dessen Durchmesser. 

Mit Hülfe dieser Betrachtung lässt sich auch die Richtigkeit der folgenden 
von Gauss aufgezeichneten Bemerkung erweisen, der ich die hier benutzte Be- 
zeichnungsweise zu Grunde lege und ein von Gauss berechnetes Beispiel folgen 
lasse: ) 

Die Arithmetisch- Geometrischen Mittel gestalten sich anders, wenn man für 
ein b', 5b", b".. den negativen Werth wählt: doch sind alle Resultate in folgender 
Form begriffen: 

5 = ah + alas 
[wo k eine ganze reelle Zahl bedeutet.) 
Beispiel für einen imaginären Werth des A. G. Mittels 





a = 3.0000000 log... 0.4771213 a == 3.0000000 log. . 0.4771213 
b = 1.0000000 0.0000000 c = 2.8284270 0.1515450 
a@ — 2.0000000 0.3010300 +.‘a — 2.9142135 0.4645214 
b = 1.7320508 0.2385606 $.c= 2.9129510 0.4643332 
a’ — 1.8660254 0.2709175 +.’a = 2.9135822 0.4644273 
5" — 1.8612098 0.2697953 

a” = 1.8636176 0.2703568 

b" — 1,8636159 0.2703564 


@"” — 1.8636167 0.2703566 
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a — 3.0000000 log . . 0.4771213 0 
b = 1.0000000 0.0000000 360° 
a = 2.0000000 0.3010300 0 
4 —= — 1.7320508 0.2385606 180° 
a’ = 0.1339746 9.1270225 0 
" — —+1.8612098i 0.2697953 90° 
a” — 0.0669873 + 0.93060491 9.9698876 85° 52° 58”10 
b”" — 0.3530969 + 0.3530969 » 9.6984089 5 0 0 
a” — 0.2100421 —+-0.6418509i 9.8295254 71 52 46.58 
5b” — 0.2836930 + 0.6208239 8 9.8341482 65 26 29.05 
a’ = 0.2468676 + 0.6313374i 9.8311572 68 38 36.05 
b" — 0.2470649 -+0.6324002i 9.8318368 68 39 37.82 
a" — 0.24699625 4 0.6318688i 9.8314971 68 39 6.95 
b"— 0.24699625 -+ 0.6318685 1 9.8314970 68 39 6.93 
a'!— 0.24699625 + 0.63186865 8 9.83149705 68 39 6.94 
1 . i 4: 
Du > + 95365910 1.3774 at 


13. 

[Die Differentiale erster Ordnung der einzelnen Glieder des vollständigen 
Algorithmus eines arithmetisch geometrischen Mittels sind in Artikel 9 auf zweier- 
lei Weise zu einander in Beziehung gesetzt. Die eine umfasst nur die Differen- 
tiale der Logarithmen der Quotienten jener Grössen, sie ergibt sich aus der wie- 
derholten Anwendung der beiden Relationen aa = bb-+.ce, = Hr, und 
kann durch Benutzung der im vorhergehenden Artikel gewonnenen Resultate zu 
einer Werthbestimmung des Differentials vom Quotienten zweier zusammenge- 
höriger arithmetisch geometrischer Mittel erweitert und so dargestellt werden, 
dass „4lgz. welches mit A bezeichnet werden mag, für jedes positive und 
negative n, wenn nemlich ein negativer nachstehender Index » als gleichbedeu- 
tend mit einem voranstehenden positiven Index von gleicher absoluter Grösse 


gedeutet wird, 
48* 
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ze i Mia, e) 


e” 1 ! e® 1 1 a? r t 
= lg al a = "Ma,5).Ma,c 08 Nila,d) 


ist. Die andere Beziehung erstreckt sich auch mit auf die Differentiale der Lo- 
garithmen von zweigliedrigen Producten, sie folgt aus 5b = ab und 'c’c = 4ac 
in der Form 

dlog(a".5®) — d log(a"t!.Hmt1)_ A, ati, ‚mri, ar! 

d log ("a.”c) = d log ("Hat HA. rm 


und ergibt, wenn man m bis zur unendlichen Grenze wachsen lässt, die in 
Artikel 9 aufgestellte Gleichung und die dieser entsprechende nemlich: 


2dlogM(a,5) = dlog(a".5) + Ajat!. HH orten tmatmıı 
24 logM(a.c) = dlogla.")—Aja "ty tig. om tm am. 


Hieraus kann durch Elimination der Differentiale mit Hülfe des oben ge- 
fundenen Ausdrucks für -A die Gleichung 


2M(@b)MaJ)=.. art... tt 
NT EFE ZT D  R 


abgeleitet werden, kr — neben der im vorigen Artikel wiedergegebenen 
r a, 


ersten Gleichung für , Mae) aufgezeichnet hat, ohne den Weg, auf welchem 


sie gefunden waren, anzudeuten.] 


14. 
[Für die vollständigen Differentiale zweiter Ordnung findet man unmittel- 
bar aus den Ausdrücken für A, dass jedes mit gemeinsamen Index behaftete Sy- 
stem von Gliedern a, b,c die drei Gleichungen 


zdlogz.dloga = 4d(; dlog;) 
A dlogt.dlogb = 4d(4 dog?) 
zdlog$.dloge = +d(z dlog$) 


erfüllt. Multiplicirt man darin die Zähler und Nenner unter den zweimal zu 
differentiirenden Logarithmen der Reihe nach mit a, b, c und löst alle Logarith- 
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men von Quotienten in Differenzen von Logarithmen auf, so ersieht man leicht, 


dass der Ausdruck 


x dloga”.dlogb"—yd(z dloga" d") 


der mit D bezeichnet werden soll, seinen Werth nicht ändert, wenn man statt 
a” und 5" setzt: a” und c" oder: 5" und ec". Nimmt man das Mittel der bei- 
den letzten so entstandenen Ausdrücke und berücksichtigt, dass 


dloga’++dlogb" — 2dlogh"*' 


ist, so folgt, dass man in jenem Ausdruck ohne dessen Werth zu ändern statt 
der beiden genannten Grössen auch c” und #’*' setzen kann und ferner, 
wenn man in diesem wieder dloge" durch +dloga”*'-+4dloge”*" ersetzt, 
dass man mit demselben Erfolge a”t' und 5"*' statt a” und 5° setzen kann. 
Es ist also der Werth jenes Differential- Ausdrucks unabhängig von n und dem- 


nach gleich 
D = zdlogb?.dloge"—+d( | dlogb*c") 
— zdloge".dloga”—4d(xdlogc”a") 


= zdloga’.dlogb"— 4d(x dloga"d"; 
i 


= Mad Ma 


Setzt man a als unveränderlich voraus, so wird 
D = Abbee = —bbdlogb —= eedloge 


und es entsteht die in Artikel 8 aus der Reihenentwickelung abgeleitete für 


und „——.; als Werthe von p geltende Differentialgleichung 


a “ 
Ma,c} M (a,b) 


ddu— du Adbbec.un— 0 
aus welcher sich nach den Untersuchungen in der Abhandlung ' Determinatio se- 


riei nostrae per aequationem differentialem secundi ordinis’ auch wieder die Dar- 
stellung durch die Gaussischen Reihen: 


a ec a f bb 
Mas Fy41l,n). Was” Fiy.41,.,) 
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und als specielle Fälle der dortigen Gleichungen [90] und [96] der oben Art. 12 
gefundene Grenzwerth von M{1,e)log n und die im vorigen Artikel aufgestellte 
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen M(a,b) und M/a,c) ergeben.) 


15. 

(Die Differentialgleichung zweiter Ordnung für die Glieder der Reihe des 
arithmetisch geometrischen Mittels nimmt eine Form an, in welcher sie Differen- 
tiale nut von Quotienten der Veränderlichen enthält, wenn man mit einer belie- 
bigen Grösse e den Ausdruck D-+d{ Ä dloge)-++ r (dloge)” bildet, dieser wird 
nemlich 


—vleea’). dla Ay) dlogi)" 





Äaups' 


ein Ausdruck, dessen Werth also unabhängig von » ist und sich auch nicht än- 
dert, wenn man b” und c” oder c” und a” statt a” und 5" setzt. Derselbe ver- 
wandelt sich für beständig wachsende positive und für negative n in 


Mia,b Mia, e), 
— eM (a,b) )- Age d ( 2 undin —eM({a,c). wen AL 
dagegen für n gleich Null und für a, b, c als besondere Werthe von e bezie- 
hungsweise in +Abbee, —Accaa, —baabb. 
Setzt man also zur Abkürzung 


a en b BR _ „it „b) .. 
Ve@5=P Yet Yan Fran = 108y 





so wird mit Rücksicht auf die Gleichung für A in Art. 13: 





2M(a,bj' = +dlogy = Adlog! — dlogf = Zdlog? 
wu ac ! ea 
ld) = a A) lan Ar) 


und von gleicher Form werden die Ausdrücke des _: Mia, c)’ in 


8 e_ _b _ Mia,e) 
Vers’ Van Viras' rg) 





Die Elimination von je zwei der drei Grössen p, q, r ergibt 


ER 1 1 i ’ PaRPeN 
: diogy 4 log [,ı ‘ Tiogp Adtogs- ur an p 7 ag lang 1 =: 
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als Differentialgleichung sowol für p als auch für g und für r, das ist für 
b M{a,e 
Veran: Va) und y Ten) und ebenso auch, wenn man : = logz 





statt logy darin gesetzt denkt, als Differentialgleichung für Yy— Vila und 


y u, (a, 0)‘ 
M(a,e)"- 
16. a 

[Die Darstellung der Quotienten der Grössen a, b, c, M{a,b), M(a,c) durch 
Reihen, die nach Potenzen von y! oder z* fortschreiten, lässt sich mit Hälfe 
der Fundamentalsätze des hier zu untersuchenden Algorithmus z. B. in folgender 
Weise ausführen. 

Nach der Definition von y und dem in Art. 12 für den rückwärts verlän- 
gerten Algorithmus aufgestellten Satze wird: 


Mia,d) _ Miet) —_ 
"la, ec) = TR za‘ (ad, ca) = logy 


also nach den Gleichungen in Art.12 der Grenzwerth von rn -Y 5 für ein 
immer wachsendes n, oder was dasselbe ist, der Grenzwerth von 4y* r(y), 
wo r(y) statt y Term) gesetzt ist, für bis zur Null abnehmendes positives y' 
gleich der Einheit. 

Bezeichnen wir noch y INIOR)) und y Sc durch p(y) und g(y), so folgt 
aus aa—bb-+cc und den beiden Gleichungen für YM({a,b) in Art. ı2 


+. 
++ 
Eee TE IP) 

Die Reihen für p,g, r, welche nach ganzen Potenzen von yt fortschrei- 


ten und diesen Bedingungen genügen, findet man, so weit man die Entwicke- 
lung ausführt von der Form: 


Pe) Hy Hy Hy +. 42" +... 
tt rt —2 +...” FF... 
re... 
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Dass das hier angedeutete Gesetz für die Bildung der Glieder das allge- 
mein gültige ist, scheint Gauss unter Anderem auch auf folgende Art bewiesen 
zu haben. Neben den entsprechenden Gleichungen, welche sich auf Reihen mit 
zwei Argumenten beziehen und weiter unten in Art. 23 und 25 Platz finden wer- 
den, hat Gauss sich die Aufzeichnung gemacht: ] 

Zur Theorie der Zerlegung der Zahlen in vier Quadrate. 

Das Theorem: das Product zweier Summen von vier Quadraten ist selbst eine 
Summe von vier Quadraten, wird am einfachsten so dargestellt: 
es seien I.m, A, u, X, w sechs complexe Zahlen, so dass A, X und y, p soclirt sind. 
Durch N bezeichne man die Norm. Es ist dann 


(NI+-Nm){NI+- Na) = N(A+me) HN (a — mi) 
fund also auch 


IN{n+tin)+N{n,+in, ll (+i)l 
= Nifn+tn+n— n,)+ti (—a+n+n,+n,) 
+N in tan, tn )—itn—n tn, tn.) 


Hieraus lassen sich leicht die beiden folgenden Sätze ableiten, in welchen 
verschiedene Darstellungen einer Zahl durch eine Summe von vier Quadratzahlen 
sich beziehen auf die verschiedenen Werthensysteme der vier Wurzeln mit Be- 
rücksichtigung sowol der Zeichen als auch der Reihenfolge der Wurzeln. worin 
ferner unter den geraden Zahlen auch die Null mit begriffen wird. 

Ist das Vierfache einer Zahl von der Form 4-1 durch vier ungerade 
Quadratzahlen darstellbar, so ist sie selbst halb so oft durch eine ungerade und 
drei gerade Quadratzahlen darstellbar, und umgekehrt, ist eine Zahl in der letz- 
tern Weise darstellbar, so ist ihr Vierfaches doppelt so oft in der ersten Weise 
darstellbar. 

Ist das Vierfache einer Zahl von der Form 44-3 durch vier ungerade 
Quadratzahlen darstellbar, so ist sie selbst halb so oft durch eine gerade und 
drei ungerade (Juadratzahlen darstellbar und umgekehrt, ist eine Zahl in der letz- 
tern Weise darstellbar, so ist ihr Vierfaches doppelt so oft in der erstern Weise 
darstellbar. 

Mit Hülfe dieser beiden Sätze lässt sich unmittelbar beweisen, dass die 
obigen Reihen der Gleichung r(y)‘ = ply)'—g(y)* genügen, und ferner durch 
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die wiederholte Anwendung dieser Relation, dass, wenn man nach dem Schema 
ptg=2r. p-ı=ır, (el) 


aus den Werthen der Quadrate der beiden ersten Reihen, nemlich pp und gg, 
als Anfangsglieder die Glieder des Algorithmus eines arithmetisch geometrischen 
Mittels für positive gerade Indices bildet, auch 


"art, Fe), Per") 
wird. Durch Übergang zu dem Grenzwerthe von » entsteht also nach Art. 12: 
Mppgy=i, Fu — +logy] 


17. 

[Aus den im vorhergehenden Artikel abgeleiteten Eigenschaften der durch 
die dort aufgestellten Reihen definirten Functionen p,g,r folgt, dass, wenn 
a,b,c drei die Gleichung aa = bb-+cc erfüllende Grössen sind, sie in die Form 
gesetzt werden können 

a — M(a,b).(py)?, b = M{a,b).(gy)’, ce = M(ab).(ry)’ 
und dass dann er = rn 


a = Mla,c).(pe)*, e=M(a.c).(g)”), b=Miab).(rz)’ 


sein muss. Setzt man nun noch 





so wird 


logs __ Mlac) _ x 


«» 7 Mad) — logy 





Der durch die Vereinigung dieser beiden Darstellungen sich ergebende Satz 
ist von Gauss so ausgesprochen, dass die Functionen 


Be it 20" Lat gem +..+2e"! +... 
Dt =1— 2" Het 2 4, .+2e"! I.. 
Nr" et Lat. et. 


den Gleichungen 
Iu. 49 
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BE 1 BERN 1 Be ! 


genügen, worin die Quadratwurzeln mit solchen Zeichen zu nehmen sind, dass 
der reelle Theil positiv ist. 

Aus dieser und der anderen von ihm aufgezeichneten Eigenschaft derselben 
Functionen, dass nemlich 


Pt Dlt-+i), Dt= Plt-i), Rt = yi.Rlt+i) 
ist, scheint Gauss den folgenden Satz abgeleitet zu haben :] 


ab _ 


Es seien a,6,y,ö ganze reelle Zahlen, adö—dy=1, an = 


Wir unterscheiden 6 Fälle, jenachdem nach dem Modulus 2 


as .1 1 ee De ne 
cb= 0 1 0 4 1 1 
yz 0 2 i: I- 086.3 
= I 1 1 1060 
Es ist dann 
ht! = Br De Rı Rt Dr Pr 
De = Dt Br Dt Br Rı Rt 


ARE = Rt Kt Pr Dr: PB Or 
h= yi(ö-+yti) 


[worin A für die Factoren der drei Functionen ®, DO, % im Allgemeinen verschie- 
dene Werthe hat.) 





Ist hier = ÜE, = NH, = bb—ac = bb—ac, so geht die 
Form (a,b,c) in (d,b,c‘) über durch die Transformation (" —}). 


Zusammenhang zwischen den Formen des negativen Determinanten —p und 
den summatorischen Functionen. 

Sind nemlich die Formen (a,b,c) (A,B,C) aequivalent, so ist die Function f 
in Betracht zu ziehen wo ft=fu so wol wenn = ganze Zahl als wenn t= r i 

Jeder Classe entspricht dann ein bestimmter Werth von f Yet, 
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18. 

[Mit dem Algorithmus des arithmetisch-geometrischen Mittels hat: Gauss 
einen andern in Verbindung gebracht, welcher ebenfalls wie jener von zwei ge- 
gebenen Grössen, die hier « und 5 bezeichnet werden sollen, ausgeht und auf 
eine solche Form zurückgeführt werden kann, dass viele Analogien mit jenem 
sich zeigen, wenn nemlich 

da —=la+b?, —ab, usf. 
aad—l(a+bt, d—ad, usf. 


gesetzt wird. Ebenso wie die bisherigen Untersuchungen durch Einführung der 
die Gleichung aa =bb-+-ce erfüllende Grösse c bedeutend übersichtlicher 
wurden, wird hier eine entsprechende Vereinfachung der Formeln erreicht, wenn 
man y durch die Gleichung aa — 5b5-+cy und ö durch 


be(by—c6) = calay—ca) = ab(ba— ab) = abed 


so wie y”, 6” durch dieselben Gleichungen, nachdem allen Zeichen der Index n 
gegeben ist, einführt. Unter den zwischen diesen Grössen bestehenden Relatio- 
nen finden die folgenden bei der Untersuchung dieses Algorithmus vielfache An- 


wendung: 








Fe KT Be et Ya Te a+e BD’ a—e e 
N ja 
’ —6,? 2 ’ 
Ye. 5er 


aa+sdd =66--Yy=Flab+Yö) = Flay—Ei)=ald+ty) 
a—yy-bb—-Ö = 2(6y—aß) == . (a6 — yö) = b(ia— Y) 


aa— 56 = yy—dd = (ay-+6d)= z(by-tad) = 2cya’y 


Die Grenzwerthe der Glieder in den sieben Reihen von Grössen a,b, c,a,6,y,ö 


lassen sich auf diese vier zurückführen : 
49* 
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k = M(a,b) = lima” — limb" 


Mia, 
* (a, ) f} 2°" 1,0” 2m gmmı 


Fu (a, € ne 
= Ma) — = linva = a7 Va Va- "tt Va oz 


a 2 a 20a an 
Von u...“ Van .. 


Wenn a und 5 und alle Grössen a", b", positiv sind, so nehmen a und 
“ von den Werthen % und 57; beständig bis zur Einheit ab; es ergeben also 
die vorstehenden Ausdrücke einen bestimmten Werth für x. Das Gleiche folgt 


für n, wenn y, ö und alle c” und 5" ke sind, aus 
ii Dip y vr . 


wenn aber ö Gr ist aus der von Gauss nn Substitution 


v= =tang U.y5 =tag V. v = yltang U.tang V) =tang U’ 
U+V =2P' 

v = tang2U". v= tang 2 v.Y& —= yYltang2U’.tang2V’) = tang2U” 
U+V'—2V” 

VF = tang4 Ur. yg; = tang4 9". = Vltang4U”.tang 4 9”) = tang 4 U” 
U+V'= 27" 


vZ = tang 2" U". yg = tang2" U". = yYltang?" U". tang 2" P)—=tang2" U*! 
v4 Ve apetı 


weil dann 
att=:Z, oU’—-1, aasin U’-+bbcos U? = ab- 
inv’—=27, wVt=il, aacos V’+bbsinV’— ab} 


ist, und diese Gleichungen auch gelten, wenn a”, b",c?, a®, 6”, y", ö®, 2" U», 2" yr 
statt a,b, c, a, 6, y, 6, U, V gesetzt werden, so dass also 
+iv® 14 


nt = lime = lime*' 


sich ergibt. 
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Für ö = 0 verschwinden alle 6° und es wird 


Vergleicht man die Grenzwerthe k,y,x,n.u, zu denen man gelangt, wenn 
man bei der Bildung des combinirten Algorithmus von den Grössen a, b, a, 6 
ausgegangen ist, mit den Grenzwerthen X,y',x', 7/,w, zu denen man gelangt, 
wenn man bei solchem Algorithmus von den bestimmten zuvor erhaltenen Grössen 
a,b,.a', 6' als Anfangsglieder ausginge, so ersieht man unmittelbar, dass 


k=k y-y. zen 1m 2 


sein muss und dass durch die nach diesem Gesetze gebildeten Gleichungen die 

den a", b°, a”, 6" entsprechenden Grenzwerthe A”, y”, x", n?, u® sich ergeben 
Aus den Gleichungen von der Form: 

€’ a—b ei’ __ em 2 


N zu (— ß 
et a+b’ Fe }) # 


TR 
folgt, dass, wenn alle Glieder des Algorithmus positiv werden, y, yn und 5 klei- 
ner als die Einheit sind. 


Die von Gauss angegebene Methode zur Bestimmung des Grenzwerthes für 
U" und F” und ebenso die Bestimmung von z mit Zuhülfenahme jener Win- 
kel führt bei Rechnungen mit Zahlen sehr rasch zum Ziele. Weniger bequem 
für Zahlenrechnungen sind die obigen Formeln zur Bestimmung eines reellen n 
und des zugehörigen j . Dieser Umstand wird die Veranlassung gewesen sein, 
wesshalb Gauss den Algorithmus: ] 


‚__ 4+32 Po ıABa 
A en a B 74H ) 
"__4+2' "__ 14B’a" 
a u Ei 72, 


u.5.f. ‚mit dem Grenzwerthe] 


"4" 1b” 
TE SR LE a"B"“ * 








[aufgestellt hat, welcher sich auf den obigen zurückführen lässt, wenn man 
A=a, B=5 setzt, weil dann 
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=yVevae, By yova H=i 


wird. Die Bestimmung eines reellen n ist in Gauss Aufzeichnungen durch eine 
Lücke unvollendet gelassen, sie ergibt sich aber, wenn man aus C=y, und 
D= denselben Algorithmus wie eben aus A und B bildet, denn dann sind: 


bar: ei „ir zn e 
= zur D=yyavr 


= BC 45°C in we 
Y a” D" 


jwyı= aD'’'aDb' 


und diese Grössen C, D nähern sich rasch dem Werthe : yyö, während y® und 
. 6" zugleich entweder bedeutend wachsen oder abnehmen, sobald rn y'n sich von 
der Einheit unterscheidet.) 


19. 

(Die Beziehungen zwischen den Differentialen der zu untersuchenden Grössen 
sind besonders einfach, wenn a und 5 ungeändert bleiben; es ergibt sich dann 
unmittelbar aus den Bedingungsgleichungen zwischen Gliedern mit gleichem In- 
dex, dass der Ausdruck er Var =. .dlogs: seinen Werth nicht ändert, wenn 
darin der Reihe nach «, 6, y, ö statt 6, y. &, a gesetzt wird. Die beiden so er- 
haltenen Ausdrücke können zu einem dem erstern entsprechenden Ausdruck für 
den Index n-+1 vereinigt werden, der Werth dieses Ausdrucks ist also auch 
unabhängig vom Index ». Durch Übergang zur Grenze und durch Vergleichung 
mit den Differentialen der auf verschiedene Weise gebildeten Quotienten er- 


gibt sich 


ad & 63 5 58 

zdlogn = 5 v5, .dlog 9. —=;V- .dlogg = 1 .dlog- "= yR.dleg% 
[1 a ‚6 6 

= Va.dlegt = z Var -dlog! 1 yet alogt = Vp-dlogz;, 


eine Relation, welche also immer gilt, wenn die Indices der a,d,c,a,6, 7,6, n 
um gleich viel Einheiten vermehrt werden. Hieraus folgt der von Gauss aufge- 
zeichnete Satz] 


„AU ERBEN EN 
viaa sin U? +bb co U*) =] ar sh Ab a 
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(Mit Hülfe der Gleichung für dlog 2 lassen sich durch wiederholte An- 
wendung derselben unmittelbar die Reihen für die Differentiale der einzelnen 
Grössen a, 6, y, ö aufstellen, für ein negatives ö entsteht: 


5 


& 
dlog . 


% 


dlog 
du 


= c'sin2V’+ ce" sin 9" +c"sin2’V"+.. 


4 
de, car _% _ par 


du + 277 7% sin 











k dlog 
2 


E 3 
«“ P f k 
a t+2cin =; 


# 
Fe 


20, 

[Die Differentiale zweiter Ordnung, welche auf die Grösse n als einzige 
unabhängig Veränderliche sich beziehen, können unmittelbar durch Differentia- 
tion der Differentialgleichung erster Ordnung hergeleitet und die Bestimmung 
ihrer Werthe in der Weise dargestellt werden, dass die Ausdrücke von der Form 


4 | dlog?; dlog z 
diognL dlogn diogn diogn 
für die mit irgend welchem gemeinsamen Index behafteten «, 5, y, ö verschwin- 
den, in welcher Reihenfolge die «, 6, y, ö auch darin eingesetzt sein mögen. 
Multiplieirt man Zähler und Nenner unter dem zweimal zu differentiirenden Lo- 
garithmus mit 6, ersetzt ad durch 5'6’ und die Derivirten erster Ordnung durch 
ihre Werthe so erhält man für zwei aufeinander folgende Indices: 

dd log de 6 ac ec 

am tTinrnntine! 
und hieraus durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung und mit Zuhülfe 
nahme der in Art. 13 für dlog M{a,b) gefundenen Reihe die Gleichung 


dlogs dd log®. a ddlog-- er 


ET ee eh 
dlogy “ Adlogn)* ti a (dlogn)* kk% 
Y [3 
ddlog- .._ ddlog— ac6 
(d log nj® tn 7 Wlogn)® 157% 





welche ihre Gültigkeit behält, wenn a,b,c,«,&,y,ö,x,y,n mit irgend einem 
gemeinsamen von Null verschiedenen Index behaftet werden. 
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Durch die Vereinigung dieses Resultats mit der im vorigen Artikel gefun- 
denen Entwickelung von dlog ”- ergibt sich die von Gauss gefundene Werthaus- 
mittelung des Integrals :] 

| aabhdF 


F 2 2  —— 2 — a — 
[v(aa sin U’—+-bbcos U lH eye rar en 


== lad 20" — 4" — 8" — ra 
+ c'sin 2 V’— c'sin 4 V"— c” sin8V "— c”sin 16 9" — 


21. 

[ Bildet man die Gleichungen zwischen den Derivirten der «, 6, y,ö nach 
der Grösse y als unabhängig Veränderliche, so müssen dieselben Co&flicienten 
dieser Derivirten entstehen, wie in den Gleichungen für die Differentiale nach 9 
und da die letztern Gleichungen in solche Form gebracht werden können, dass 
die Verhältnisse zwischen den Derivirten von Quotienten bestimmt werden, so 
müssen die erwähnten Co&fficienten auch diesen Derivirten umgekehrt proportio- 
nal sein. Ersetzt man sie durch deren reciproken Werthe, so ersieht man, dass 
auch die übrigen Glieder jener Gleichungen durch solche Derivirten dargestellt 
werden können und zwar so, dass der Ausdruck von der Form 


(il ei] 
dlogy I __ 
|: fe] a nn 
diogn 
für einen beliebigen gemeinsamen Index der Zeichen a, 6, y,öd,x,y,n seinen 
Werth nicht ändert, in welcher Reihenfolge man auch die Grössen a, 6, y,ö 
mit einander vertauscht. Vergleicht man diesen Ausdruck, welcher sich auf 
& ar . * B * Y u ö «Y ER ER d 
2.99 begieht, mit demjenigen fr —= 5,4. y=ıy, y=yy ın 
beachtet, dass nach Art. 19 

[=] dlog] digf, ei l- dlog”; dog ri 

Fiogn J — dlogn diogn ' Ilogn J —” Wlogn dieg: 
ist, so ergibt sich, dass der Werth jenes Ausdrucks auch unabhängig von dem 


Index der Zeichen a, 6, y,d,x,9,9 und, wie aus den Grenzwerthen folgt, gleich 
Null sein muss, 
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Um die Derivirte nach y von jeder einzelnen der vier Grössen a, 5, y, ö 
zu bestimmen, wird zunächst erforderlich sein, jenen Ausdruck so zu verwan- 
deln, dass er nur zwei der Grössen enthält. Dies kann z. B. mit Hülfe der im 
vorhergehenden Artikel bestimmten nach 7 genommenen zweiten Derivirten der 
Quotienten geschehen, so dass also alle Ausdrücke 


dlog4 ddlogt  diog?E Alps 

Tiogy les? —# diogn "Algen 
verschwinden, in welcher Reihenfolge «a, 6, y, ö mit einander auch vertauscht 
werden und welcher gemeinsmme Index ihnen und den Zeichen y,x,n gege- 
ben werde. Ersetzt man rn durch 7r, &5 durch 56’ und nach dem vorherge- 
henden Artikel 


diog dal [==] 
id Gurch arg tel aten 


so ersieht man, dass der Ausdruck 

dlogt ddlog“ ie 

Elogy Tl 
seinem Werthe nach ungeändert bleibt, nicht nur, wie eben gefunden, wenn 6 
mit « oder y oder ö vertauscht wird, sondern auch wenn diesen Grössen zu- 
gleich mit y,x,n ein beliebiger gemeinsamer Index gegeben wird. Für einen 
beständig wachsenden Index verschwindet der Werth des Ausdrucks und durch 
Multiplication mit 4v: entsteht demnach 


ay- ady- => 
Iogy (dlgn? 


als partielle Differentialgleichung für jede der Grössen «a, 6, y, Ö.) 


22. 

[Alle Glieder des Algorithmus sind ihrem Werthe nach abhängig von vier 
Grössen, als solche dürfen a, b, «, 6 angenommen werden, aber auch A,y,«, 7 
weil diese unabhängig von einander sich ändern können. Sämmtliche Gleichun- 
gen zwischen den Gliedern der Reihen lassen sich in solche Form bringen, dass 
sie sowol in Bezug auf a,b,c,..a",5",c”,k als auch in Bezug auf 

UL. 50 
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& „va ange aa 298 * 
+ = .. «VYT k' vZ Vz E' 
homogen sind. Die Verhältnisse zwischen diesen letzteren hangen also nicht von 
k und x, sondern allein von y und n ab, wir können also 


a=ıPyn, 5=xQlyn', y=ıRlyı), 5=xS(yn)?’ 


setzen und aus den Betrachtungen in Art. 18 folgt dann, dass diese Functionen 
P, Q,R,8 dieselben bleiben, wenn a,6,y,ö,x,9,7 mit einem beliebigen 
Index versehen werden. Aus demselben Artikel folgt auch, mit Benutzung der 
in Artikel 15 gebrauchten Bezeichnung, für die mit einem gleichen Index behaf- 
teten a,b, c,y 





Py)=py=v; Yen 
Qay)=y= Vz 
Ryı)=ry=y; 

S(y,1) = 0 


ferner als Gleichungen, welche denjenigen entsprechen, durch die die Grössen 
y und ö bestimmt wurden: 


gqgrr(ggRR—rr QQ) = rrpp(ppRR—ır PP) 
= ppaglagPP—ppQQ) = ppagrrSS 
PP+QQ __RR-8SS PP-QQ _ RR+SS 














Bee) re" ku) 7 plyy) 
PP+RR __QQ+353 PP—RR _QQ-588 
Mur 177 Kae 17'771 7'77 an 17'77 SE 


und als Gleichungen, die das Bildungsgesetz des Algorithmus darstellen : 


2p(yy).- Plyyın = PP+QQ, 2p(yy).R(yy.nn) = RR+SS 
2r(yy).Riyy,an) = PP—QQ, 2r (yy). Piyy.yn) = RR—SS 
ap). Ayyınn) = PQ. alyy).Slyynn) = RS 


worin alle Functionen, neben denen kein Argument geschrieben ist, sich auf die 
einfachen y und n beziehen. 
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Zur Berechnung der Werthe der Functionen, welche gegebenen Werthen 
vnz= £ und U oder V zugehören, erhält man aus der Gaussischen Formel 
für H oder x, wenn man zur Abkürzung 


(a? sin 2" U®j? 4 (b° cos 2" UR)? — drpn aan 


setzt, die Gleichungen: 


Die Bestimmung der Grössen k,y, x», n als Grenzwerthe lässt erkennen, 
dass, bei geeigneter hier noch zulässiger Wahl der Vorzeichen der Functionen 
P,Q,R, $, für bis zur Null abnehmende Werthe von y, yn. 3 die Ausdräcke 

1A Ta 12 eur 
sich dem Grenzwerthe Eins nähern, dass aber für ein beständig abnehmendes y 
und ein endliches reelles « die Ausdrücke 
iu fr Rly,erie Sly,ert 
Bin. Alyei), Ann, Mae 
jenen Grenzwerth haben. 

Die Functionen P, Q, R,i$ haben reelle Werthe für ein complexes yt 
von der Form e’“ und bleiben bis auf iS, welches nur sein Zeichen wechselt, 
ungeändert, wenn man # in —u verwandelt, es ist also 


Piy, 4) ann) Run) 84,2) 
= zZ >rzon- 1) 
23. 


[Bildet man denselben Algorithmus wie vorher für «a, 6, y, ö, jetzt für 
4A,B,C,D und macht A=y, B=Ö, so wird offenbar für jedes n, A’ y", 
B’—5, C"—=a"”, D*— 6° und also für die Grenzwerthe K, H, welche den 

50* 


a 
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x, 9 entsprechen: + = 1». H, syn = 7 demnach bestehen die Functic- 
nalgleichungen 
1 1 1 t 
Bin, = sw; un Piy zz) = a zn) yhnt 
’ a a = Po 





Macht man aber A=6, B=a, sowird C=—d, D=—y und für 
jedes n, welches gleich oder grösser als Eins ist: A’= a”, BP -H, "= y", 
D=", man erhält also: 

Un —_ Pin) _ _iE m) _ _iRn-n _ | 
P Q R 5 


Setzt man endlich 2YyA’"—= ya+yb, 2yC"—=ya—y6, so wird für jedes 
n21 


2At — Yarad ty,  2Cnt = ara — Yar® 
2BEH — Var -yaror, 2 DH — Var yar6" 
yAatryary, 2yart=yayH, aatat_ay 
=; HH=ı 
also: 


2P(yın=P+Q. 2RK(y,n)=P—Q 
2P(yyn’=pP+g0. 2R(yyı’=pP—4gQ 
2Q(yyn’=gP+pQ. 2S(yyn’—=4gP—pQ 


plyy).Plyy.n) = PP+RR, alyy).Piyy,n) = QQ—S88, r(yy).Riyyın = 2PR 
alyy)- Ay) = PP—RR, plyy)- Ayym) = QQ+5S, r(yy).S(yyn = 2Q8 


wo wieder diejenigen Functionen, denen keine Argumente beigefügt sind, sich 
auf die einfachen y und n beziehen. 

Der so erhaltene neue Algorithmus, bei welchem man von den Functionen 
P,Q. R,S mit den Argumenten y, 7 übergeht zu den Functionen mit den Ar- 
gumenten yy. n, ist offenbar der von Gauss in Art. 16 der Determinatio attrachio- 
nis quam in punctum quodvis positionis datae exerceret planeta etc. angewandte. 

Die Relationen zwischen den Functionen, welche sich auf die beiden belie- 
bigen Werthe f, n des zweiten Arguments beziehen, und denjenigen Functionen 
mit den zweiten Argumenten &n und R lassen sich auf verschiedene Weise mit 
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Hülfe 'des für «, 5 aufgestellten Algorithmus ableiten. Die Methode, für wel- 
che die Entwickelungen am wenigsten weitläufig sind, ist wol diejenige, welche 
- sich auf Functionen bezieht, in denen neben den zweiten Argumenten {n und 
* als erstes Argument auftritt das Quadrat von dem ersten Argument der Functio- 
nen, welche £, n als zweites Argument haben.) 


24. 
[Bei dem Algorithmus des arithmetisch-geometrischen Mittels ergeben die 
durch Rück wärts-Verlängerung entstehenden Glieder mit Hülfe derGleichungen 


—. zz. =— 


die Glieder a, ,c,,b, die ebenso von a, c abhangen, wie a", 5", c" von a, b. 
Vertauscht man dem entsprechend bei dem combinirten Algorithmus gleichzeitig 
b mit ce und 5 mit y, lässt « ungeändert, so wechselt ö nur sein Zeichen, wir 
erhalten also einen Algorithmus, der ebenso von a,c, «a, y abhängt wie der bis- 
her betrachtete von a, b, a, 6 wenn wir setzen 











„u. y=5 dG=y. de 
En „inter Bar N, yı = N? 
ei) ei, 


und so fort bis zu den Grenzwerthen: 


lima, = lime, = Mfa,.c) =! 





n m 1 
va nm Vo] = gt 


Es sind also «a, y, 6, —ö ebensolche Functionen von Z,2,4,(, wie a,6,y,ö von 


k,y,x,n und da 3 allein von y und n abhängt und zwar auf dieselbe Weise 


i a logy BEL, 
wie — von 7 und y, so muss für om 
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Pink) _ Rat) _ Kat) _ ER) _ yon) 
FT TR Ele 73) 

sein, wobei ausser T' auch noch / als Function von y, n zu bestimmen ist und 


zwar ( so, dass y,n,/& der Reihe nach mit z, {, n vertauscht werden können, 
also so, dass 





logy __ *®___ BI 
ea Flo. A) = 
wird. 

Für die P, Q, R als Quadratwurzeln aus -, s, Z sind hier gleiche Vor- 
zeichen genommen, weil nach Art. 18 n und {£ zugleich den Werth 1 annehmen 
und also nach Art.22 und 17 











Pi) __ Raus) _ Qanı) __ it mn 
Pe = Ty)=-n,> = _.t-y7 on 
wird und hier dasjenige Vorzeichen der Quadratwurzel gilt, für welches der reelle 
Theil positiv wird. 

Lässt man die zweiten Argumente {, n sich in ihre reciproken Werthe ver- 
wandeln, so bleiben P, Q, R ungeändert und 8 wechselt nar sein Zeichen, es 
ist also 


Tyn= TH) 


und eine entsprechende Bedingung gilt für y als Function von n, (, was durch 
die oben aufgestellte Form der p Function angedeutet sein soll. 
Transformirt man in der Gleichung, durch welche T eingeführt ist, die 
P,Q, R,$ in der Weise, dass die Argumente z,(,y,n einmalin 2, —L,y, — 
. PER LA 
dann in yz,/,yy, nn übergehen, und berücksichtigt, dass 


Ve _ Ve _ aVe _ yolany _ y_® 
PyY ayy ryy ” —logys 





ist, so erhält man 


Un) _iSa—i) _ Pam) _ Raa) 
Riy, - s br + 4 
(y y.) (v.—) Riy zu) air 55) 


PlYs,s) _ Pie aan) __ SW __ x e__ 
Piysnn) Gym)  Rlyymn) Smun a -ueys Tyn = Tlyyın 


— „in! Ben 4 
=yıTyn= Tiy nn) 
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= pllogn), (1080 = pilogn)’, (Mi+-logt)?) 


uw — = 2p[(logn), 10gC) = yllogun', (oge)*) 








und daher 
er 
Tin = vater er 
ey _, * _ _L; ken 
ee 


Worin das Vorzeichen der Quadratwurzel so zu nehmen, dass der reelle Theil 
derselben positiv wird, das Vorzeichen von +i Fi aber so, dass der reelle Theil 
dieses Ausdrucks negativ wird.) 





25. 

(Aus den Functionalgleichungen für P, Q, R, $, welche bei der Verwand- 
lung des zweiten Arguments n in seinen reciproken Werth, bei der Zeichenän- 
derung desselben und bei der Multiplication desselben mit dem ersten Argument 
y Statt finden, so wie aus den bekannten Werthen der Functionen für „= 1 
oder auch aus der in Art. 21 für die allgemeinen Functionen aufgestellten par- 
tiellen Differentialgleichung folgt, dass wenn P, Q, R,S sich in Reihen nach 
ganzen wachsenden Potenzen von y* und n*. entwickeln lassen, diese 


Pu) = 143 HT) HH HH HH HT) + +: 
ah HT HET) +: 
++ 
Saar 
sein müssen. 

Dass durch die Reihen P, Q multiplieirt in den Grenzwerth yH die Grössen 
YA, yB dargestellt werden, auf welche der von Gauss benutzte am Schluss des 


Art. 18 wiedergegebene Algorithmus sich bezieht, ist im handschriftlichen Nach- 
lasse als besonderer Lehrsatz ausgesprochen und zugleich bemerkt, dass] 


a I ZU ZU ZU ZZ #0 
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er ybaingu—ybsingu + y sing —yt sing + .. 

a de vhoosgu + yloosgu + yWoosgu +yY oosju+ Bi 
tang Ts st sinh — ykeinsu+yeinsu—yY sintut .. 
vt con u +yloonsu sry oossuty ons .. 

tang 2 V’- gt einzu yisineu+yWaintou—yY ein tauct .. 
ut oon2u +yFoossury? vostou.+y Y eon14u+ .. 


(wird. Für den Satz, dass die Reihen P, @ den Functionalgleichungen genügen, 
welche den besprochenen Algorithmus bestimmen, und welche oben in Art. 22 
zusammengestellt sind, hat Gauss ausser dem Beweise, der sich auf die Verwand- 
lung jener Reihen in unendliche Producte stützt und der in der unten folgenden 
Abhandlung ‘hundert Theoreme über die neue Transscendente’ enthalten ist, 
wahrscheinlich auch noch einen andern Beweis geführt, wie er sich leicht aus 
den oben in Art. 16 gemachten Andeutungen ergibt.) 


26. 

[Bezeichnen wir, abweichend von der in den vorhergehenden Artikeln be- 
folgten Weise, die ersten Derivirten der Functionen Piy,n), Qly.n). Riy.n). 
S(y,n) nach der Grösse logn als unabhängige Veränderliche mit P', @', R,s 
und die zweiten Derivirten nach derselben Grösse mit P”. Q", R”, S”, ferner die 
ersten Derivirten der Functionen py, gy,ry nach logy als unabhängig Verän- 
derliche mit p', g’, r', so folgt aus den für a, b, c, a, 6, y,ö gefundenen Differen- 
tialgleichungen: 


Br a Er + 














grp rpg* pgr* 

PS'—SP' _Q8’-8Q' _ RS'-SR' _ QR'-RQ' _PR-RP' gap pa _ 
ppQaR — gePR pPü —  ppPE —— gg — 2 7 We 
_a® _ u Sloy am 2 Sy’, m‘) 2 Sy) 

Ten N trennt - 
P'P'_PPp" RR @a'-ag" 
7 u ee 7 2 05 Er 7 tpprr aa 


_#ER— RR" PP 88-88" Qaq 
en a —tpprt 


ae L = tllry)'+2(ryy)' +4 (ry-Hsleyi +. .} 
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dd? __ dp 
(diogn)? — dlogy 

welch letzterer Gleichung jede der Functionen P, Q@, R, $ genügt. Die vorher- 
gehende mehrfache Gleichung zwischen den ersten und zweiten Derivirten der 
Functionen nach der Grösse logn findet sich, soweit sie sich auf P und S be- 
zieht, in Gauss handschriftlichem Nachlasse an einer von den übrigen Unter- 
suchungen dieser Functionen getrennten Stelle. Essind dort P, $,p, r in einer 
für diese specielle Entwickelung etwas bequemeren Form als die hier benutzte 
durch ihre Reihen definirt, und es heisst dann,] so wird 


PP—_PP'= UM. Pyyan) — EN. Riyyınn) 


dlogy " dlogy ' 
ec cn dr d 
sS’—SS’—=+ an Plyynı) — He Rlyyınn) 
PP=-+p(yy). Plyy an) +r(yy). Riyy, un) 
SS = —r{yy) .Plyy nm) +p(yy)- Riyy, nn) 


hier ist noch zu bemerken (wovon jedoch der Beweis tiefer liegt) 





dr d x f ' 
ee = plug) N‘! 


also 

But 16720 798 TU DELLD TUE 1072 
noch findet man 
PS—-SsP = 4 +3 —5y? 1 +99 +.—.—.|x 


ee 
Das Quadrat des zweiten Faclors im andern Theile der vorstehenden @lei- 
chung wird 


=r.Qlynm)+g- Ryan) 


Der erste Factor wird 


= pur unver’ —r kun) rlun)ryy)? 


Zusammen wird, reductis reducendis 
111. 5i 
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(PS— SP’ = 1lp(yy)’+r(yy? plus) Piauynn) —r(yy)Rlyy.nn)ix 
x ir(y) Plyn am) +r(gy) Riyy. nn)! 


= Hlplu—reyy) PP-+2p(yy)riyyiSS!x 
x }2piyyirky) PP—[plyy’—r(yy’]SS| 


Setzt man also 
= 


— iu’ —riun)! _ 
Verbrhie 2p(yy)rlen) = sind 
so wird 


Ba Ei U 2 en nF 
? Ur)’ —rtyn’]ea® + [plyy)’+riyy)"] sin 9%) 
ER Plant Hrlen)" 
a ED aplypiriyy) 


Media Arithmetico-Geometrica inter unitatem et sinus singulorum semigrandum. 


Perenum vpwp. 


23 
24| ! 


25 jo 5343338 


tels sl le, 


Birk Berk KERSS 


“ 


0.2563402 
0,28g0208 | 
03122942 | 9.4944639 
0,3312018 
9.347541 


0,3620469 
0.3753082 


9.088168 
Bee | 


\0,3875870 
| 0.392846 
4099431 


0.4202673 
0.4301365 | I. 
0.4396124 | 
0.448747 
0.457573° 


0.4661299 
0.4744428 
0.4825 346 
0.4904248 
0,4981301 


0.5os6B51 
0.5230424 
0.5202728 
0.5373662 


9.7301533 
9.7162318 
9.7221132 


0.5411753 
0.5479055 
0,5545280 | 97439235 

2.749003 


9.7333379 
9.1387057 


0,5610487 


0.5674713 | 9.7539439 


0.5738016 | 9.7587617 
0.5800433 | 9.7634604 
0.586200: | 9.7680459 
0,5922755 ! 9.7725238 
0.3982726 | 9.768991 


0.6041943 | 9.7811766 
0.6100433 | 9.7 u 


0.6b158220 | 
6215325 Yanada 


0.6271770 


9.8012372 
9.050084 


0.6327574 
10. 6382757 
| 06437334 
les 9.8123330 | 


es 6544727 | 98158914 | 


15° 


| 6 


4.7278108 | 


9.7973908 | 


Nas 
4b 
4 
48 
49 


5 


Pr 


52 
53, 
54 
‚55 


'57 
‚58 


59 


61} 
‚62 | 
63 | 
"gi 
65 


"66 


‚67 
68 
B | 


‚au 
'm 
73 


75 


76! 
;0.8000879 





77 
7E| 
79| 
! 8o| 


“in 


&ı 
83 
4 
85 


36 
4 


Fr 
„ii 


0. 6952666 | 
© age 8; 
1 

| 0.7097416 | 9.851003 | 


' 0,7419207 


10,7802227 
‚0.7842759 
74 10.7882874 


0.544727 | 9:8:58914 | 
0.6597572 | 98193842 | 
0.6649867 | 9.3228129 || 
0.6701622 | 9.8261799 | 
06752849 ı 9:8294870 || 
0.6803558 | 9.8127361 


0.6853757 19:3 
0.6903457 | 
PZ Bgaısıg I 


0.7001389 1843 | 


0.7144731 | % 

0.791589 | 9.5568 

0.7237995 | 9.3596183 | 

0,7283955 | 9.8623672 | 
r 


97329474 | 9: 
0.737455 - 


0.7463429 
0.7507228 


0.7550605 
0.7593567 
7636114 
o.7678251 
0.771998 1 


0.7761305 





0,7921602 
0.7961936 


0.8039433 
\0.8077596 
0.8115373 


0.8152764 
0,8189771 
0.8226396 
0.8162639 
0.8298501 


0.8333983 
0.8369086 
| o.B4034811 
o,B4r8159 
0.847213: | 


SESBE BIEERE BIEEEE BEER: 


go | 0.8472131 


| 
ı 0.853847 


92 
2 


Fri 
$| 


97 | 0.869944: | 


EI 
9»; 


1a 


101 


| m 
15 | 0.8936878 9.951:858 ı 
| ı06 





0.8505737 


0.8571793 
94 | 0.8604265 | 9. 
0.8636364 ui 


0.866808g ' 
9,9394 
0.87370422 | 9-9410352 || 
0.8761030 | 9.9425552 
0,8791266 | 9.944905 14 


9:9455243 
o,B8schzs 
0.8879746 | 2006 
104 | 0.8908497 | 9.949845 || 


0,8821133 





0.8964887 | 9-95% | 
0.8992526 | 9.9538817 
0.9019793 | 9.9351966 
0.9046691 | 99564897 || 
ana |: 


0.9099373 I gsarıs 
o,g125158 | 
0.9150572 | 9:9614483 | | 
©. gı75616 9.9626352 

. en 1 2.9638014 | 


9.922450 Inter 
0.9248530 | 9.9660723 | 
0.9272086 | 9.967172 


0,9295268 | FEIN 
0.9318084 | 9.96932 


0.9340529 | 9: 9703715 
0.9362602 | 9:9723965 
0.9384303 | 9.9734029 
0.9405632 9.9733880 
0.941658 | 9-9743545 


0,9544497 | 2.9797 53° 


0.9615631 99829778 


1 
140 
| 
1a | 


144 
ut, 


14 Erser 


- 
a 


- 
4 
o 


Es BEER _f 


- 
Io 
= 


Bls 


SERE BESRE —. 


| Be 2.982978 


136 | 0,9632479 | 9.9837381 
17 | og64ßgsı | | 9.9844Bor 
& |090Osap | 92Ögangt 
0.9680773 | 9.9859100 
0.9696r19 | 9.9865979 


9711090 | 9. Meran] 
143 I 0.972565 2% 3 ges 

0,9739905 28Bs47 
10,9793748 | 9:9891715 
109767214 | 9:9897777 


0.9780304 | Me 
0.9793016 ! 
0.980535% ae 
o.gBır3ı0]| 9. 
oyBa8hgo | y. 


0.840094 
0,9850919 
, 29861366 
| 0,9871434 
0.881125 | kn 
0.989438 
0.9899369 
0.9997923 
0,9916098 
0.9923894 


er 
2.9959826 
FT 


0.9931310 
2.938346 
0.994504 
0.995 1281 


0.957178 


9.9970065 
YI973141 


3:93975799 
9.9981363 


0.9962696 | 99983769 


0.3967833 ı 9.998008 
| 2005ets 


0.9972591 
0,9976968 | 9.9989986 


0.9980965 | 39991725 


| 9984581 | 9.9993298 
0.9987817 | 9.9994706 
0.9990672 | 9,9995947 
09993147 | 9.9997033 

0.9995241 | 9.999793% 


0.9996954 va! 
0.9998287 | 9.999256 
0.9999239 | 2.2999669 
0.999800 | 9:9999917 
L,OO00000 | 10.0000000 





ELEGANTIORES INTEGRALIS f on PROPRIETATES. 





1.) 
Valorem huius integralis ab #== 0 usque ad x = 1 semper per +0 de- 
signamus. Variabilem z respectu integralis per signum sin lemn denotamus, re- 
spectu vero complementi ia ad 4© per cos lemn. Ita ut 


sin lemn fs =#, cos lemn { o—f a) — 1 


hr 
Variabilis z tamquam radius vector curvae, integrale autem tamquam curvae ar- 
cus respondens considerari potest, curva vero erit ea quam Lemniscatam dixe- 
runt. Haec sufficiunt ad intelligenda quae sequuntur. 


[; J 





Iı—=ss-+cec+4sscc sive = (I+ss)(I+ce = (3) —1) 

Ice a —s# 

Vize Ealgen 

sin lemn (a+b) = ie 

f __e’Ffs# 

cos lemn(a+b) = - Zar 

sin lemn (—a) = — sin lemna, cos lemn (—a) = cos lemna 
sin lemn ko — 0 sin lemn (k+})s8 = —+1 


— 


eoslemnks = +1 cos lemn (k +4) = 


LEMNISCATISCHE FUNCTIONEN 1. 405 


k denotante numerum integrum quemcunque positivum seu negativum, signum 
superius sumendum quoties & est par, inferius quoties est impar. 


[3.) 
sin lmn 9 =s 
sin lein2y — scli+s) 4 = = se(1+ce) 


ud Ehe ME 
1+ tr 38 


ife 





sinlemn3p = s 


1b 55° +5" en 
1+ 208° —- 288° + 20074 ge 
s—1#+# 122602 


sinlemn5p =. 120 +50" 14520 — 20 FI2SE hg 


sin lemn4p — 4sc[1-+ss) 


n.nn—i.nn+6 "— 13n'+36nn + 420. n. an+1 











N— —- -- “".— ».. 
. 60 10080 ü 
m SS. — 
sın lemnny ui WR. Bn.nn—i.nn—d.nnt+ Ts. 
10060 s 
coslemn $ =c 
1— 20c—ı* i— 21838 —s* 
cos lemn 27 — Torre 1+2#35+s* 


1m ds — 1 + 


cos lemn 39 = e (Fın-wir rd 


tt tt 
cos lemnip = LITE Ts ee TrLeeTr ern ger 


4.) 
arc sin lemne = r+-. + it gt rt 1 














2.419 2.4.6 13 2.4.6.8 17 
sin ea a 
P= rn Ha 1 + an 7 + . 
zu Dauert Daum ah rule rare a er 





- U 253 
Q= ne ans 2 
== Hau; Et; "+ — 00 le 13684 gie 
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cos lemng = ++ nt Mo ae 





37 
en ne ı1Fz 977% 2 Fnr +? Fam? F HF ımmıs 7" 
+ __ 113 ee en. 4171 


4151347200 uunmat 


Formulae pro P, Q, p, q in infinitum continuatae quavis convergentia ag 
eitius nn formula autem pro sin lemny diverget, si % ponetur >7 
sive % >7 ‚ formula autem pro cos lemny diverget, si >® 


Einige neue Formeln die Lemniscatischen Functionen betreffend. 





Es sei ISes=-r odery = a4. +32. ıp+! Haug 2’. 





Man hat dann 97 =ar+- Be ee na, 
Es sei z—=sinlemng, y=sinlemn‘), z == sinlemn (+4) 
so hat man 
u zieren ud 1 
— itzzyy N) —vli—z‘) 
a _ zrzytylioeh)ylioy) _ 1-22 yy—raye 
ha hast yyay 227 y + yet) yli—pt) 


Ze wre reden 
22 (1i+xryy)(z2z—yy) 





— A — tzzenmvti—eyloy)—aryler+ np) 
a a Ka (itzeyy)* 


_ Vuzeryli—yn—eyvlitezyVttyn) 
Yli—zz) eures i+zeyy ur 


_ Yıtzz)y{i+yy)teyvYli—ez)yli—yp) 
ge 
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Die einfachste Manier sinlemnp in eine Reihe nach Potenzen von p zu 

entwickeln scheint folgende zu sein: man hat 

. . i) sin lem 

sin lemn{1+ 1) = et, me 
setzt man also 

(sin lemng)*? = p*li+ap +6 + YP”....) 
und folglich 
(sin lemn 1 +i)9)* = — Hip "(1 —Adap' + 1659 — 64 yp”.. .) 
also 
sin lemn 9 = — 2if(sin lemn(1-+4)$)”*+ (sin lemn g)”* 

= 5bayp— 155pP+ 65 yP— 2550... 
man hat also 
Hat +ö Hy Hör... )Sa—1561+65yE— 25580410258...) = 1 





hieraus 
1 1 

1 ı =, 
35 —=au =; = = za 

2 _._% Ba 
13y7=2ab 1 m 138% 55 

1 1 1 

2 2 en. 
205€ = 50aö8— 106y =. = >55 

\ 2 

8196 —= 206ae— 5458-413 yY en = en =; 
3277n—= 818aL— 20265e +38 yÖ = Lat tt 
7 Y n 19527421878 3.5°.13%.17.29 25 


223 213 223 


Die Grenze des Verhältnisses zweier aufeinander folgender Glieder ist 


(2.6220 . .':1 = 47,27:1 
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Sehr nahe ist 


ee v2 Ber: 108 h _ 11 
ee 77 7 Bud 7); _ m" 

Zu & 1 b 12 Er JR 
lgP= lt ee 
— I n6 t Be“: VaRBRSEHER, VE Kr “_ re 
= logy — ;? Tor Tr mm mut 


ı2 
Sei TI SLTT CT 
log sin lemng = lage Ga 
1 


_ Ir to 12 sat m 
= logp 1 r tat mt Fam? ut 





8 
+ 1454456250 r= 
Die Coöfficienten a, 6, y u.s.f. lassen sich auch vermittelst folgender Glei- 
chung bestimmen 


Ita Hör Hr +... lt za re. 


125. „e 


Die bequemste Art log coslemnyp in eine Reihe zu entwickeln ist fol- 
gende. Es ist 


dlogceoslemng __ 2dg. ui i\ si ; 
a mn — (1— 1) sin lemn (1+1)% 


hieraus ergibt sich 





> _t.__?.10___ #4 422 a2 om 
log cos lemn$ = — 99,7 —;;F ur ans? —immmi? 
604 2620824792 m 
14500625 PETETTITTIT TR GE 





pr _ ir Int+3() = — 2PP 











de "dp 'dp 
IRRE al 5136 45, BiA6S46 PL 
P= Re tr erh Ihe u vo ı ler ar pre 7 
Zn 1.0 a > MM _ __ el 
nt  Iuteı. Rh ae s1.28.7.11.137 +an- Das. 125 .a0. 11.13.17 7 
23.37 


+ 5. 729.625.49.11.13.17. ar 
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PYo = -+2.6220575% 
— 2.0656648 4° 
— 0.581 1918 4° 
+ 0.0245475 4" 
+ 0.0001890 9" 
+ 0.0000620 4°" 


Pio = +1.2453446 = Y}. et 


ddlgQ PP 
de — a 





Die Halbirung geschieht sehr bequem so 


coslemng — tangu 

sin lemnp = ycos2u 
coslemnyp —= Ytang+{45°+u) 
sin lemnp — yYtang+ (45° — u) 


sin lemn (p-+i%) = r(cosv-+isine) 
sin lemn p* = tang® 
sin lemn $* = tang 
r = Ytang(d+W) 
y 
tange —= Vans ss 
v Y o 
sin lemn (p-+$4) = BER SE cos2W) 


sin(W—Ö).ya 
= 6063 ®sin 3) ylsin 20 cosa F 





Es sei 


sinlemmA=«z, sinlemnB=y, sin lemn 44? = z 


so ist 
, _ vützltoyn—vli—zzli+yy) 
(1+i)2 = rn ve entttn 
8 _ VitelyNHrli—ze)(i+yy) 
2 z+y 


I. 52 
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A—B 











pp = QQ—PP, gqg=QRQ+PP 
P(a— 5). Q(a+b) = Pa. Qa.y(Qb’— PM) — Pb. Qb.y(Qa'— Pa‘) 
P(a—b). Pla+b) = Pa!. Qb’— Qa!, Pi? 
Qla—b).Q{a+b) = Pa’. PP’ +Qa’. Qi 


gla—b).g(a+b) = pa’. Pi’ +ga!. Qb* 
= pl. Pa’+g.Qa 


gl@—b).Q(a+b) = ga.gb. Qa.Qb—pa.pb.Pa.Pb 
gla—b). P(a+b) = ga.pb.Pa.Qb-Hpa.gb. Qa.Pb 


P+=P 

a=Q 

pP? = v(QQ—PP) 

97 = YV(QQ+PP) 
P2% = 2PQy(@— P%) 
Q2y = Q'+P' 
p2? = &'—2QQPP—P' 
g27= Q'+2QQPP+P‘ 


P3g9 =3Q'P—sQ'p’— Pp® 

Qig= @ +6Q@P!—3QP* 

P39 = V(QQ— PP).(@—- 4QPP— 6 Q' P'—-4QQP°+P*) 

937 = V(QQ+PP).(Q'+4QPP— 6 Q'P'+4QQP'+P*) 

P4ı9 = 1 PQy(Q'— P').(Q’— 5 Q’P'—5Q'P’+P") 

Qay = Q"'+20Q" P!— 25Q’P’4+ 20 Q' P" + P' 

pay = Q"'—SQ"PP— 120" P'— sQ" PP+38 Q’P'+8Q!P"— 12Q'P" 
+8QQP'+ pP" 

144 = Q’+SQ"PP—-12Q"P!+3Q" PI+ 3sQ!PF— sQ’P"—12Q'P" 
—sQQP'+ P* 
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a —=1+ 75 (n un) —rhe n+ 70m? — 371nt + 30000) (58) 


+ rs (IT 41650 + 4191 — 1068657 Fa de 
— 324000 nn). (z ’)" 
14 ran —1)(Er —grbmennlan fen j(un ro)" 
+ Hrn ean —1)(nn— 4)(nn — 9) (17n'!-+403nn + 9000). (z y 





Pig=iPy 
bir = 0r 
pig = 4% 
gr=pr 


Pi-Hi)p = (Hi) PQ 
Qu+Hi)p=ve!—Pi)=pg 
pli+i)g = 00—-iPP 
gli +i)g = 0Q-+iPP 


P@-Hi)g = (2+Hi)PQ'—iP° 

02 -+i)g = P— 11 2:)Q0P° 
pl2-+i)g = V(00+PP).{Q'—(2+21)0@PP-+-P‘) 
g(2-+Hi)e = v(0Q0—PP). e'+(2+2:i)0@PP-+-P'} 


PßB-+ijg = 3-+i) P— (2461) PPE’+(3+i)PPQ 

0(8+)4 = V(— PN). +2 +8) P'Q'+P* 

pß-Hi)e = 0"— En e (24,0 P'+ (44 2)Q'P°— (3-+4i)9QP°—iP" 
aa -Hi)p = "+1 3i )O’PP—(2— 4) Q’P'—(4+21)Q'P°—(3+4) QQP*'+-iP" 


Pi +29 = (+2) PQ'—P° 
aut) = @—(1+2:)QP' 
Pıi+3igp = +3 PO — (+2 PPO+i+3HP?Q 
Qu +3 = Q".. 
Pl +4i)2 = (1441) P Q"*— (20+ 121) PPQ® — (10— 281) PP Q' 
+(12—20:)P"Q'!-- P" 
autiiyg= 
52* 
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Pi+nig= (Hin) PQm (Zi ‚an. Ep Pa + 
= (Hin PQ"— narmurtinane po 


Unter den Zahlen y=r, 2r-+1, 27+i, 2r—1, 27—i ist immer we- 
nigstens eine {oder drei oder alle), die die Auflösung der Congruenz 1— y'=z: 
nach irgend einem Modulus möglich macht, 


sinlemmX=xz, sinlmmnY=y, sinlmZ2=:z 


tra (ze + yy + —zeygee) + aylı—y).V er (1—yyas+zrze + zu) 
+wimer) lit) (1 tyya—zzaet ee) 
sin lemn (X+Y+Z) = +ylı-zr).ylımyt).(i +ygac+ er rey] 





14 2yyas+ Ders + 2eryy + yirt Hetst + ey 1 1ery— Lrayye' 
Ist »+y+2"=0, sinlemng =xr coslemmpy=y 
sinlemmng == coslemmy =y 
sin lemny"= z" coslemny =y” 


so ist 
ay-yy)=ey-) ir), Valzı 
Q 
—1+2i| 5|1+{— 1+ 2i)z' 
—3 s/1ı+ 6 — 30° “ 


+3 +2:1| 13 14. 11 Hofe + (7 di + 2) 





+14+48 | 17 | 14+{+12 — 20) +(—10+ 238) — (20 +12) ++) 
Ze | ı+ u 1250°+ 3002" — 1057" 
| — 62" +50 
für != + und ! = —i 


werden diese Functionen respective den (Juadraten und Würfeln 


von 1—1 —?2 —_—12— 2i —4i +3 
gleich für M= 5 9 13 17 25 


Qa+big = 1 a | a-+-bi)* — (aa+bb | gets pi 
— ihr |(a+bi)-+70/a+di)aa+ bb) —35/aa+-bb)?—336(a+di)'+300(aa+bb)}. 
geuimp,.. 


DE CURVA LEMNISCATA. 


1 


Posito integrali f Ka az=0 usquead r=s, —=y, dieimus s 
sinum lemniscaticum ipsius 9, s = sin lemny. 


2 


Valor integralis ab 2=0 usque ad z=1 est = 1.3110287771 4605987 
secundum STikLixe, qui valor a nobis usque ad figuram undecimam verus in ven- 
tus est, utentibus formula: arc sin lemnyy-+ 2arc sin lemn4+ (Euer habet 
1.311031). Potestates huius numeri, cuius duplum semper per ® designabimus, 


has invenimus 


1 1.3110287771 
2 1.7187964545 
4 ...2.9542612520 
5.2... 3.8731215170 
6.... 5.0777737656 
%.... 8.7276595451 
9....11.4422128208 
2....25.7837864151 
3....33.8032859402 


4605990680 320.7 
0509311.7 
1927863.4 
0712625.4 
5251025.3 
8251569,0 

59 

41749 

5 
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log brigg 4 = 0.1176122226 9692.2 
log hyp4@ = 0.2708121550 7159155410 6426 
log hyp © = 0.9639593356 3153686352 36577 


Sinum lemniscaticum ipsius (4©—a) cosinum lemniscaticum ipsius a 
dicemus, 


Aequationis 


RIR_:_VBEER SAPHRR._ SIE 
m-atrm-mn! 


integrale completum invenitur hoc 


1—yY 1-zr 
ET TAATETT = 


1—zr Ioyy 
Irzz2 i+yy 








1—zyy 


Sed eiusdem aequat. integrale est 


arc sin lemn. 2 + arc sin lemny = c 


unde sequitur Ü' esse functionem ipsius e. Ut appareat qualis, ponamus y = 0, 
tum it C=#, c=arcsinlemnz, quare erit c—=arcsin lemn Ü, sive 
C = sinlemnc. Hinc si sin lemnp = x, sinlemng =y, erit 

1—yy l—z2z 

ı+yY ı+2z 
BE m Allee 1 
a au es i+yy 


sin lemn(p-+g) = 





Hine posito p=49, 9—= —a, fit propter 


sin lemn (—a) = —sinlemna, sinlemnto = 1 


1-— sin lemn a® 


cos lemna —= y 1+ sin lemna® 


Forma autem praecedens transit in hanc 
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sin lemn ( En sin lemn p cos lemng + sin lemng cos lemnp 
PT N 7 4 F sin lemnp sin lemng cos lemn p cos lemng 


__ _2os lemnp cos lern g # sin lemn p sin lemng 
cos lemn (ag) = 1 + sin lemnp sin lemng cos lemnp cos lemng 








(Spätere Bemerkung: 


I. a+5+y= 180° [= ©] 

Setzt i 
sin lemnd = tanga, cos lemna = c03s A 
sin lemn® = tangb, cos lemn 5 = cos B 
sin lemny = tangc. cos lemny = cos 


so sind a, b,c, A, B, C Seiten und Winkel eines sphärischen Dreiecks, wo 


sind_ sin weint v2 





sina sind  aine — 
II. a+-5+Yy = 90° [= 4o)] 
Setzt 
sin lemna = cosa, cos lemna — —tang A 
sin lemn& = cosb, cos lemn 5 — —tang B 
sin lemn y = cosc, cos lemn y = —tangC 


so sind wieder a, b,c, A, B, C Seiten und Winkel eines sphärischen Dreiecks, 
in welchem 








[4.] 

Si valores s [= sin ri) ‚ qui reddunt ipsum sinlemng = 0 secundum 
regulas notas productum infinitum generare concipiuntur, nec non valores ipsius 
s, quireddunt ipsum sin lemnp = ©0, quorum primum sit PY, secundum Qp, 
permissum erit (id quod rigorose demonstrare possumus) ponere 


sinlemmp = .: 
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erit vero 


PB = as tt) 





168 488 . 4n® 
= (l— _- to —\/ 
N dir) | et To, Gran 
a=- 


Simili modo positis 
! > r iss 
py = el ar) U ere) (1 #7 Ge) ... 
. 488 
9 = ar U hm’ = ee im)! u — el . 


erit 
_?#% 
ae mnyp — 
. iz IF 


(5.) " 
v2.Po-+40)=py 
v2.0,4+40)=gY 

pp +t0) = —V2.Pp 
dp +t0)=. 12.0 
Pibo = ie'"!Pio 
Qiys= eFQyo 
pigo= e*gyo 
giya= e*pyo 
(werden die an einem andern Orte untersuchten Reihen Seite 405 d. B. 
Pure: 
IH +. 
1-4 af... 
Ip ur +.. 
resp. mit Pp, Og, pp, qF bezeichnet, so ist:] 
Bra=etPia pyo=e""pyo 
Ds = el"? Qyo ara = el" ouo 
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(6.] 
Ex expressionibus supra allatis sequitur 


ge dr nf jr 
: ..) et —e) 
sinlemng = -" . 
F —1s4+e ## 94 + e 
ir Mm : -4= 
BIP Ze 77 20 5 
ENT. TE de 
1 etc. 
coslemny — 
Hine vero sequitur 
sin lemn yo = 5. sindn— 5; sindhr+ 
FLIRT, RLFn 
7.) 
x) = __k___ yraonıy " ’ co 
log{1-F pcosy) = he ern, co — Fremen, r ler een!) Dr 


log Qye = — +log? + Fr 
+ 555008 24; meos ihr +4 wm os 6er .. 


log Plos = Beer ne 
m COS LU — + CO U — CET — . 





loggdo = — +Hlog?+ „Ir r 
a cos dr —t m cos ur — 4 rm cos hr. 


logpyo = log? —4r-+log cospr 
+ os 2 dr cost ; CSU R— 


log sin lemn yo — REIT NE a Yur 
Bu —; cos 2 Ir +45 Zg sn cos6yr— 


im. 33 
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log Qdr = — 0.0847742372 7 
+ 0.0865895371 57 cos2$r 
— 0,0018674144 52 cos4dr 
+ 0.0000537996 86 cos6}r 
— 17436 71 cos8hr 


+ 602 81, cosiohr 
= 21 71 cos12yr 
+ St cosi4yr 
— 3 cosi6hr 


log Pyo = log sin hr 
—0.1770251853 2 
—0.0037418731 98 cos2)r 
-- 34873 54 cos4br 
— 43 42 cos6Yyr 
_ 6 cosshr 


(.) 


i -in . -itn , 
sin lemnd® Kr Le gehe sinsin—.. 
et i+2e cahr+2e sr... 


Pyo = ty! je" sinpgr—e " sinsun He ""sinsdr—. 


Qyo = Vs .11+2e” cos 24 nr + 2e" cosdyır— . .| 


—r in ir © 

1— 2e "+ 2eTt— 2er + = 

Pt REP Pe yy* 
v2 = 0.9135791381 5611682140 724259 


2e"t" — 0,9118762555 3199247353 1842589456 058838833 
— 0.0017028766 8561031607 1704906 

Ve" .,........59 3851399312 9644497731. 18 
a a aa ler ...3867 40505991 


| 


2e”” — 0.0864278365 2754449954 8835474343 4560225514 
2e”"" — 0.0000069746 8471241799 0983550387 96535 


RR . 105109703 5201288 
u — REP . 295807 
m 
ı n 1 
sinlemnpn — Ur I u =H f sin dr — ar sin 3um — En 
Bi lag tee et Le®_ ,, )sindr 
4 — ee, ..)sin3dr 
le" — et LeH#_ ,, )sinspr 
[10]. 
sin lemn d® — tangur 
mdu = cos EHER: dy 
cos lemnds = re Ep" - coshr + —— FE gm eos3hr+. 
+6 
un— a Sin dh. 
Are FL 
.—p 
I4+2pcosp+ 2ppcos 29 +... = ——. 
—+p— 1009 
p 
1 
Bi 
1—2p cosp-+2ppcos29— ...=- 
- t+p+200$ 
P 
(Z- pop 


ur = arctang 
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peosp+p’cosdy+. 





f 
— + pP’ 4 coap* 
= p} ? 


2psinp+4p’sindp-+... = arc tang — Mn 
sr 
2sinpr FR 2sinpr 
FH r arc tang Ft A 


53* 


sinser—. 
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an ter) 2 FE 











v& ee? ee ’ 
(P}o)* rer ange rtstrt.. .) | Aug i; 
ee. 
a1 Be ngah2e Fonsnhre Wontüpet ) 
8 singe 
















De 
'rard en. 


(Q4o)’ — Boostr.yz.(1;-2e* osapr-+ Bun 
ie (2 }* cs24r+. 








$ Fi = x 
= : Per VE j NZ 
Mose a? singr 

 . nano 6118372314 — A 

n: Worin 3685935635 — 2 Bet" 

h ‚0013155679 2352259042 — 2Ae””" 
. 0.0000012329 5741446398 = 2Be "ulm 
u sehe 0856752170 = 2Ae” m 
Er reeesessep nenn 104 = 2Be” It RA ERRN 


3 | . (12. 


Variae Summationes serierum absconditae. | 





i: ae En 
E u 90 Den On En u EA One 3 
| ı eltern NE 
* trete rag 


2 e 2 
Flrtrreet 
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[13.} 
Rechnungen zur Lemniscata gehörig. 
x ‚(sin lemn4 6” —+ (sin lemn +0)?}" = 14/5 — 30 
| (sin lemn #6)’ — (sin lemn 40)?}” = 10y5 — 22 
+ (sin lemn 36)'+ 4 {sin lemn40)' = 6y5—13 
— 0.4164075649 9873817845 5042012387 65741 


|+ {sin lemn 0)' — + (sin lemn 4oj*!* = 340 — 1525 
— 0.1176674200 31966145830 5602352546 01228 


daraus Radıx 
0.3430268503 0761971797 7310507555 85731 


also 
(sin lemn £6)* —= 0.0733510146 9111846047 7731504531 80010 
(sin lemn 40)‘ = 0,7594347153 0655789643 2352519943 51472 
(sin lemn #0)? — 0,2703893033 8999814497 30710 
(sin lemn 40)? = 0.8714555153 9155336074 646029 
Qı58 = Yltcos „r+ 4 sin) 
Q60 = Yitcos 4 r— 4Sin „u r) 
14.) 
I,emniscatische Function. 
dx daxX _ 
Imarr Smzyn-® 
Es verhalte sich 1 x yu— za) yüu-+ız) 
wie p q r s 
und 1 X yu—ıxXX) yü+XX) 
wie P Q R N} 


so verhalten sich die p-+® entsprechenden Grössen 


422 
wie 
oder 


oder 


oder 


Es sei 


psPS—grQR | qsRR-+prQS 


NACHLASS, 


ppPP-+g9QQ OSTEN | prPR—gsQS 
pgRS—rsPQ| 


q4PP—-ppQQ grPS—psQR 

prPR+qgsQS |grPS+psQR, ppRR—ggSS 
=rrPP—ssQQ 
rsRS—2pgPQ 


sin lemnX = + 
sin lemn Y = y 
sinlemm Z = x 


und X, Y, Z so von einander abhängig, dass 


Man setze 


und 


XÄ+Y+Z=0 
frrdX = FX 
FX+-FY+FZ=u 


Aus früher vorgekommenen Formeln folgt 


Aus 


folgt 


22 —22 = yzy(1— at) —ayyli—:*) 


yy— 22 = azy(1-y')—ayy(i-z) 
ze yy=yayll—a)—ezy(ıy‘) 


__ zzdz vydy z:ds 
nat Kae ale =) 


en at ten 


dz 
du = (yy— 22) ter 


psPS--qrQR 
gs PR—prQS 
2pqPQ-+rsRS 


ssPP-+rrQQ 
=ppSS-+qgER 


= szdy+rydz— yz.y(1—ı'). rs tn) 
= #zdy+aeyde-+yede = d.reyz 
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also 
u— ayz 
Es ist folglich 
F(a+b) = Fa-+ Fb— sin lemna sin lemn b. sin lemn («-+5) 
Setzt man 
Fa— =, F90° = Ga 
so ist 
G(a+b) = Ga+Gb— sin lemna. sin lemn b.sin lemn (a + b) 
_ d@a 
Ga= Qa.da 
[15.] 
2 PR TR 
ee ll4) tr) HE) + VG 
[> 1.3 1 1.3.5. i 1.3.5.7.9. 11 1 2 
Nr ran art 
© 2 ı 1 1.3.5 1 1.3.5.7.% 1 1.3.5.7. 9.11.13 , 
7. Gast tremsemtaeeeeunnt 
[16.) 
Ponendo 
ORT) = N-+acos2$-+bcos49+ ... 
erit 
N = 1.393203 — -log(1—c0s2g) = + 0.220635 
a — 0.581803 -+0.636620 cos 2% 
b— 0.309601 +0.318310 0054$ 
ce = 0.209449 —+- 0.212207 cos6y 
d = 0.157960 — 0.159155 c0s8% 


e —= 0.126704, 0.127324 cos10% 
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N ULM 2 _ . tee 
7 12,4,6.8.10.12.14 ° ° -) en 
5.5 9,9 13.13 . 4 
wege en 
"4.6 8.10 12.14 Din 
b=:N 
u 
o _. 4.4.9.10.12 14 
vs 18.5.9, 9.13.18 
BR s 11 12 
4.7205 "a'10'13 


ar leer 
et 


“| 
| 
w 
DaB“ 
51 
Zu 
[77 
. 
. 


Demonstratio. Ponatur 


Hertel. 


‘ ® 4 ‚dde r M | det 
eritque, posito (x —1)75 0832 —1). tt —=R, R=o 


Hinc etiam 
— x32 _ dR j „dt, 
=eı,+t&R: neenon 0 = 2217, +?2it+325;)R 
unde fit, evolutione facta 


in „d’t ‚deddet, ya ddi di de, 
= are —1)2t745+6;; ia) t+3rlaR- (20754 22: 15) 


+11) + satt 





sive ponendo tt = u 
ne ‚du RER | ‚dde i ‚de B . 
= ae N) tele) rer) Fri uk Lad 
cui aequationi invenitur respondere . 


weilte He +... 
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lam quum 





" Yımat)(ı ztet) 


z=0 usqead 2=1, ft,pro 2 —=1, 





tag 
adeoque 
HH HE + 
Idem alio modo 
Valor seriei 
+++ 





fit 
ded 
Rr el vo a) 


ap=0 usquead g—=90" eta 4—=0 usquead = 90°. Faciendo itaque 
cosp cos} = cosv, idem valor fit 


__Apdo 
£u— ll Tapas) * — 008°) 


et quidem ab u—= 0 usquead v= 90 etap=0 usquead =u. Deni- 
que statuendo g-+v = f, u—p = g, erit expressio nostra 
ar.dg 
ysin Feing sing 
ab g=0 usquead g==90° eta f=g usque ad f= 180°—g. Sed haud 
difficulter probatur integrale eundem valorem nancisci, si sumatur ab f= 0 us- 
quead f= 90° eta g=0 usquead g= 90°, unde ipsius valor deducitur 
= 27 
uti supra. 
un. 54 
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17.} 
Sammlung von Rechnungen, 
vornehmlich solchen, bei denen von meinen Methoden; die Factoren ‚grosser 
Zahlen zu finden, und von den Woursanuschen Logarithmentafeln Gebrauch ge- 
macht ist. 


Erste Rechnung für er —A 


Durch eine vorläufige Näherung war schon bekannt, dass A bis auf die 
14 Figur 0,0432139182 6377 sei, folglich 11.10'A sehr genau 4753531008 
— 128.243.162827. Es fragte sich also, ob die Zahl 152827 sich noch in ein- 
fache Factoren zerlegen lasse. 

Die Division mit kleinen Primzahlen Salz nicht; man musste also zu 
ktinstlichen Methoden seine Zuflucht nehmen. Hier fand sich nun, indem man 
die Zahl selbst sowohl als verschiedene ihrer Vielfache mit den nächsten Quadra- 
ten verglich, unter andern, dass 


552°’ = 950, 677° = 152 mod. 152827 


woraus man sogleich schloss, dass 


1104? = 3800, 3385? = 3800 


und mithin die Zahl 1528327 keine Primzahl sei, weil sonst die Quadrate zweier 

Zahlen, die beide kleiner als die Hälfte von jener sind, unmöglich congruent 

sein könnten (Disgu. Arr. art. .). Durch die in diesem Werke gelehrte Me- 

thode (art. fanden sich nun die Factoren der Zahl 152827, nemlich 67.2281. 
Man war also gewiss. dass sich der hyperbolische Logarithme von 


N = 128.243.67.2281.11 107" 


aus den vorhandenen Tafeln bestimmen lasse und zugleich dass derselbe von dem 
gegebenen Logarithmen, —r, nur in der 10° Decimalstelle abweichen könne. 
Die zu dieser Differenz gehörige Absolutzahl brauchte also blos berechnet und 
mit N multiplieirt zu werden, um A zu erhalten, 


Fee Nel°s !1+10 log 10 —log 2281 —logzr44 — log 912 — x Ar Ne 
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Durch die Wourrausche Tafel war: N 


(Zur Abkürzung &—log(1+2135.10")—Ö", Ö'—-log(1+1443.10"")=—Ö"gesetzt.) 


10 log 10 

— 23,0258509299 4045684017 9914546843 6420760110 14886288 

logii = 2,3978952727 9837054406 1943577965 1292998217 06853937 

25,4237462027 3382738424 1858124808 7713758327 21740225 

1.2281 = 7,7323692222 8438303081 0466064812 2168095619 53159812 

1.2144 = 7,6704285221 9069260675 6232603654 6055909444:33575023 

1.972 —= 6,8793558044 6043907581 0690427528 9816593884 53057834 

r—= 3,1415926535 8979323846 2643383279 5028841971 69399375 

“  25,4237462025 2531295184 0032479275 3069440920 09192044 

BE ai 2 1351443240 1825645533 4644317407 12548181 

De u ..„.1443242 4616770530 2204949495 65316893 
Er 242 4616770634 3329449495 6431533124 
ER RE HEEBFEEDELTETUFT TERN FE ETE 29393 8324222063 
Bastei Saucen 242 4616770634 3329478889 4755755187 
Pam Ancseeseee. ...1443242 4616770634 3679351099 4781097632 
EB RER 2 1351443242 4619851957 0236156393 8536512211 

11A= 0,4753531009 0149474751 8595108889 0081240330 0920791698 5 

A= 0,0432139182 6377224977 4417737171 7280112757 2810981063 


Um sich von der Richtigkeit dieses Resultats durch eine zweite Rechnung 
zu versichern, multiplieirte man die Zahl A durch 599.10°, wodurch sich ergab 
2588513703,999957...., so dass man also eine sehr leichte Rechnung übrig hatte, 
wenn die Zahl 2588513704 sich in Factoren kleiner als 10000 zerlegen liess. 
Nach angestelltem Versuch fand sich 2589513704 — 8.7.17.2719027. Es kam 
also darauf an, ob 2719027 eine Primzahl sei. Man fand, dass —1848 gewiss 
ein quadratischer Rest von 2719027 sein müsse, wenn diese Zahl eine Primzahl 
sei, und dass sie in diesem Fall einmal unter der Form 3x,c+616yy enthalten 
sein müsse und umgekehrt, dass sie durch diese Form entweder gar nicht oder 
mehr als einmal müsse dargestellt werden können, wenn sie zusammengesetzt sei. 
Allein die Exclusionsmethode lehrte, dass jene Zahl wirklich nur einmal unter 
der Form 32.7+616yy enthalten sei, nemlich 2719027 — 3.197°+616.65*, 

54” 
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woraus also mit Gewissheit folgte, dass 2719027 eine Primzahl und folglich die 
versuchte Methode diesmal nicht anwendbar sei. 

Nach einigen andern vergeblichen Versuchen kam man endlich auf folgen- 
den, der besser gelang. Die Zahl A multiplieirt mit 10" gab 4321391826377,25 
und die Zahl 4321391826375 zerfiel in die Factoren 125.81.13.32831087. Dass 
die Zahl 32831087 keine Primzahl sei, folgte daraus, dass sie nicht unter der 
Form z.2-+-190yy enthalten war; man wandte also die erste der in den Disqui. 
Arr. gelehrten Methoden darauf an, wodurch sich entdeekte, dass sie das Pro- 


duct aus 373.3819 sei. 


Zweite Rechnung für €" — A 


59.10’A fand sich sehr genau = 2549621178 = 54.13.3631939. Die Zahl 
3631939 zerfiel in die Factoren 1091.3329 (welche aus 
3631939 = 40.232?-+- 19.279? = 40.300°+ 19.41? 
gefunden waren). Also 
59 A = 702.1091.3329. 10”? e!°8!°+logs0—logr02—Iogtosi—logss20—r _ ra 


AusWorrsaus Tafel fand sich [&—log{1—17157.10")= 6, 460446” gesetzt) 


C91.10= 21,2767341630 5358884383 5076907840 7221315900 86602341 
C159= 5,9224625560 9428054938 3949626230 3023759366 53210670 
1.702 = 6,5539334040 2581111965 6455273791 0722868232 39752589 
1.1091 = 6,9945499858 3307081851 1895817110 3840806982 08318537 
1.3329 = $8,1104272375 7502494295 2021653586 1576658324 67001597 
z = 3,1415926535 5979323346 2643333279 5028341971 69399375 
ibm O.crreccin 1 7156951280 5042661858 1414250778 24255109 
RE 48720 9675470563 5420349120 2333531352 
u Meine Daran en nee 1186566339 3606594227 
e— ee ernte 48720 9675470563 6607215459 5940425609 
er 2 VO ti 7156951279 0324613026 9032099386 4786573955 
59A— 2,5496211775 6256273669 0646493131 9526652679 58478527526 
A=— 0,0432139182 6377224977 4417737171 7280112757 2810981063 6 


LEMNISCATISCHE FUNCTIONEN. II, 429 


Zugleich kann man Aus der Übereinstimmung beider Rechnungen schliessen, 
dass die Logarithmen von 2, 3, 5, 11, 13, 59, 67, 1091, 2281, 3329 in der 
Worrrauschen Tafel bis auf die letzte Figur richtig sind. 


Doppelte Berechnung von e”*" = A. 
Erste Rechnung. 


Da man durch eine schon vorher angestellte Rechnung wusste, dass der 
Werth von A bis auf die letzte Zifer = 0,4550381277 6599 sei, so war 
19.131.A oder 2489 A= 1134,8300000095 oder 248900 A sehrgenau —= 113483. 
Man fand 113483 — 283.401 aus 


113483 = 311?-+58.17° = 79?+- 58.43? 


und hiemit 


49A— 113483.10”?, e!og10—log283—log401+ log 2489-4 „e Ne 


Aus Worrsaus Tafeln erhielt man 
[wenn zur Abkürzung 


&—log/1+ 8428.10") = 6’ 


gesetzt wird]: 


Minen ‚842825208 2107272461 7421888198 29069513 

En PR .....25208 2142788053 7419892695 5615344103 
+60 = 317727033 5630835760 
0” = 267 
e— ea Aa 25208 2142789053 7737619729 1246180130 
e— euren ‚842825208 2142790178 3220613906 2965706721 


2459 A 
— 1134,8300000095 6463331037 8102573065 2249279282 5372958193 
A= 0,4559381277 6599623676 5921294728 0294194166 04366 
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Zweite Rechnung für e*" = A 


113A wurde gefunden 51,52100843755. Die Zahl 515210084352 zer- 
fiel in die Factoren 27.131072.145583. Endlich erhielt man aus 


a 


4.145583 = 437°-+ 163.49° = 769 + 163 


145583 — 197.739 mithin 
10log 16 -+log 113 — slog #6 — logrss— log739 m __ Ne 


| 


113 A = 96°.788.739.10”".e 


[und wenn ö—log(14+-4576.107°) — Ö’ gesetzt wird] 


Wiesen 4575948387 0747214839 8399455217 14190720 
BT u VO . .....51612 8205796360 1919946163 4337976121 
+,°— 0, 1331941624 0928492341 
ee  SURRRSNRERFRIER ‚..51612 8205796360 0588004539 3409483780 
N 4575978387 1794180021 9145023046 2961445343 


113 A =51,5210084375 5757475454 9106304267 3243940900 3220627240 5 
A= 0,4559381277 6599623676 5921294728 0294194166 0436523820 


et" — 0,4559382 — 3671.54.23.10” 


Dritte Rechnung für e" — A. 
455938128 — 144.3166237 Die Divisoren. der Zahl 3166237 fand man, 
indem man die Periode der reducirten Form (1, 1779, —1396) entwickelte, in 
welcher die Form (—1897, 530, 1521) die sechste war. Hieraus 


(11+ 28.1779? = 1521 = 39°, und 3166237 — 107.127.233 
A = 455938123 10° erlogte— ir —logassn3s128 Zu Ne& 
und ö—log(1— 513.10") — 6’ gesetzt]: 
og g 


=... 5 13235798556 7221212746 8124092623 9185579000 

Be 7 PERRRERRR ..23578543 5636712701 8105102450 7737514264 
+50 = 27797 3858291971 9406911797 
—_—r0" = 21 8473957577 
1 —0...... sie ..23578543 5636684904 4246810500 6804560044 


m Deren 5 1323578543 5515726975 9430616940 9815422176 
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Berechnung un er" — A. 
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Durch Näherung war bereits gefunden A= 0,0008514383 42805. Nun 


fand sich 8514383436 — 4.9.13.19.307.3119, mithin sehr genau 


aus Wourkaus Tafel 


[und 


8 —log(1— 9335.10") = Ö', 


gesetzt]: 


—6 
En 
_g 
4+6"6"” 
1—e" 
ie, = (, 


A = 4.9.13.19.307.3119.107"? » 


1310g 10 — log 3119 — log 1842 — log 1482 — Ir —Ö 


Dr Br u Er Er ur 


De Be er 


9 3352850560 


.+.2850517 


„m... ...0. 


er 


...2850517 


9 3352850517 


A = 0,0008514383 4280515803 


8342583868 - 
2631458732 
2631458326 


2631458326 
2631453326 
2604848748 
5852453295 


5326823995 
9539039720 
8289039720 

133780 
5288905939 
6814705974 
0300042494 
48546487994 


ee" gatis exacte —= 4.11.13.29.3593.7'.10"° 


Ecce iam computum pro e 


gr 


&— log(1— 285.109) = ö” 


3184946898 
5781872612 
5396053412 
5810183616 
9585869795 
3354407457 
7639127186 
1872486024 


©» 92 © © © 


8176915 


Per logarithmos brigg. invenimus praeter propter e" = 4,810484. 
Est vero 48104847 = 2293.37.7.81 et 


—10g81.259.2293 +7 log10+4+r 


num 


log 


ei" 


15214 7666454820 0537824776 3190 
15214 7550690316 7468363738 6798 
4,8104773509 6535165547 3044648993 1536 
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Computus secundus pro e"”. 


Invenimus 48104773808 = 195497 .13°.7.16 superest ifaque ut utrum sit 


195497 numerus non primus investigetur. Tentamus itaque aequationem 
» 195497 = 1620 +0 
Limx = 111, Excel. valores = — — — 


195497 — 44?+ 193561 = 76°+ 189721 = 356?-++68761 = 364°-+ 63001 
— 364°+251” quare 195497 est prim. 


ae — 3 tr +4 = 4,8104773824 4., 





gr +H4r= —0...... ...3 0703542806 9410475204 9155 
num log = 1—0,......... 3 0703542802 2275098164 7660 


Computus pro e : 
® 


e”"" praeter propter = 0,20787957 — 7151.19.17.9.10” 


— log 51.57.7151 4+8log10— 4 r 
= —0,..7....305 5019697961 8740193606 8277 


num log = 1—0,....... 305 5019651296 1477199011 4138 


Investigatio divisorum numeri 2078795763 = 99.20997937,005 


20997937 —= 1848.34?-+-4343° numerus primus 


Computus secundus pro e 
11.07" = 2,286675339858378 
228667536 — 81.16.176441 

176441 = BS0 ar +yy = 73.2417 


I Free” +8log10 — + r j 
== —lD,--2422.., 55 0825474705 3269478285 7110 


E 


T. 


VARIA IMPRIMIS DE INTEGRALI 


S rn 





M => tangv n __ TWse ” mcose o 
-— ’ y — I —_— zu — 
Iylıt ap) M cose eMyü+ ) Meine 
2 seindr asin dh Tyo 
Sya= —| —— —_ = 
1 | ET Ar Fee Pia | Wyo 
. em Pu ren 
4 W 
l— rt 


WYo = YMoosv. BE riet 








3 20084 4r+ j | 


—t— i EL 
To = Yootgv.YMcosv.|e 2sindcr—e 2sin3br 
Y Y 
T+6 = ycoosr 
| S ram =, = 48, Sp=einn ] 
(Sta)! = 4A+2B mrbz 2cos4 hr - e® u __. 
nr en ıIi—_—tT 1,8 Ii—r En 
e — . =6 € 
% ’ # 
-Z- ui Re -d_— ı 
Terminus constans (Sp) — --..° Fee —_ 9 ___ +. 
num =. 1%, 
Ii+2e ® +26 + 


Il, 
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Problema. Summare seriem 


1 4 u 16 
Fre 


B) 2 1 2 1 ® 
ed Da Par Ba Pr re er ee 
rn zn aratrztr- 





1 
= 


(TYo)’ — meyMono |, 1 9, "=" coahm-t2e ® oosshr+ : ] 


20084v 
er 


. I — 
cose YMcosv ri = 
_ rn 2. "co 2yr+2e " cos6hr-+. ) 





u u 
(Wa) — ae '® agr+2e °® eosshr+ ; | 


— Wn _ B 
EUER ERENLP = cos hr + 2e a cos6$br+ A 


T(40—y)’ = cos. (Wr? — Tf) 
W4o—y)' = ——.(sinv Tg’+cosv’ Wyf) 


come" 





er _ er _Is@'r 

Ty0. We = Mn, einde—e "sinden-te *° sinsen— 
Si 

(+as)(i+am)ii+ar)... (++) +8)...— A 
supponitur producere 

+2 +2 +P+Qa+Raa+.. 
producet 
2 Yar 
(1+aa’)(1--aa) ... +++) ...= BT, 
AR: +3:+2!:+,P+ Qzea+-Rraa+.. 


unsern 


(+as)(i+am)(i+ar)... ++) +%)... 
= Pli+zla+ )+ aa +,)t+@®+3)+.. | 


| 
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Si ex quadrato prodit 


.. +2 +P+Qa+... 


erit 
u +3:+2 =+P+Qexxa+Rraa+... 
=. Haataetatmetzuat... 
(+as(i+ari+rar)... ++ EPa+Er... 
= Pli-+ze(aa +) ++) +2" +)+ | 
+++ HR +: 
Tr =0, 9 = ks-+lay—ı 
w=0cd, g=elktdorlthey—i 
Tyo = Sa ee RR] . 
—z —-.ı Ir —ı—ı 
—+ ". . 
z=e °; a=cospr-+esinpr 
m. 1) erlitt)... a5) ... 
Tyo = zeinpr. ———— ne 
((+zzan)(i+rtes)(itztan)... 0+ Eyo+ 4) ... 
Wyo Eu (+22) (ı+zH)/’(ı He")... 
Observatio 


Med. inter 1 ety2—ı 2 
Med. inter 1 et y{ay2—2) v+ 








M sin 75° 
Msin ıs® v3 
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IL) 
ZUR THEORIE DER TRANSSCENDENTEN FUNCTIONEN GEHÖRIG. 


1.) 
Es sei Ze“*+=)" — T, indem für k alle ganzen positiven und negativen 
Zahlen gesetzt werden, und 


T= A+2Bcos»wP+2(cos2»P+2Dcos3wP+ etc. 


sb ist 


A= [Tdw, B= [TeoswP.dw, C = [Teos2wP.do, 
D — [Tcos3wP.dw, us. w. 


alle Integrale von » = 0 bis ® = 1 ausgedehnt. Es ist aber klar, dass jene 
Integrale zwischen diesen Grenzen mit den Integralen 


Je, fe”""coswP.dw, Se" cos2»P.dw, fe” cos3wP.dw, etc. 


übereinkommen, wenn diese vn »® = — oo bis » = +00 ausgedehnt wer- 
den. Da nun allgemein 
e 9 cosnwP 
_nnPP PPAREELL.E 6 in P,® 
= ee EEE = te “a ,, 2% Le 22 
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so folgt leicht, dass 


nun 


Se” cosnwP.do =e ° v# 





folglich 


Er - . 
T=y#.fi+2e * coswP+2e "cos2wP-+2e * cos3wP+ ete.| 


In einer andern Form so: 


Zelte = vi. Se en 
Allgemeiner: 
Leto) (6052 (k+w)ap—isin 2(k-+w)ay} 
a aa, 
= Y2.Le " " jeos2kwr— isin2kwr| 


Oder, ad =rr und —al = wr gesetzt, 


Leto tcos(2k+ 2w)wr —isin (2% + 2w)wr| 


= y- „Leite |cos2kwor— isin 2kwr| 


ch er 


— —) — 


DR TE sy&.je *sinwP—3e * sin3oP+ etc.! 


Man kann den Lehrsatz auch so ausdrücken: 
Se tThk—-ırnttik/u— gen 


ändert den Werth nicht, wenn ? in + und # in —« verwandelt wird. 





\2.] 
Man setze 
EP Dr ad ee tt tt 
P= I4 pr IF seen To + ete. 


x" E u DE 2) Eu En EEE na 
Q= Pur hu aa wre newer 1+ 0". 1+7° er eern Bz etc. 


R=-P-—RQ 
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Man suche zuerst diese Differenz, indem man das erste, zweite, dritte Glied 
u.s.w. der Reihe @ von dem ersten, zweiten, dritten Gliede der Reihe P ab- 
zieht, so kommt 

1 »r.t—r" an are zZ" N et rt 
R= se»+ Fanart IH 21 Fett art IF IF Fe tele. 
Wir bezeichnen diese Reihe durch g(x,n). 

Man suche ferner jene Differenz R, indem man das erste, zweite, dritte 
Glied u.s. w. der Reihe @ von dem zweiten, dritten. vierten u.s.w. der Reihe 
P abzieht, so wird 


R= T Zusiel Bu E u el = EB hut, 2ER Yu 2 
EZ 14 2° + get Pe Sue erg Deren Do — U8.W. 


oder offenbar 
R=1-— "rt .o(a,n-+1\ 
folglich 
ylz,n) = 1a" glei) 


Dieser Schluss ist allgemein, so lange n>1, man hat demnach unter die- 
ser Einschränkung 
sla.n) = 1a at et et etc. 
hingegen ist für den Fall n = 0 das letzte Glied von @ nicht als verschwin- 


dend zu betrachten. Setzt man es — T, so wird der erste Werth von R um 
T kleiner sein als der zweite, also 


T=1-—ıyl[a,1)— gr, 0) 


oder 
92,0) = 1—rrle, NM -T= 1-4 +2" — ..—T 
also da 
a0) =t 
und 
ar er ee SEE FE 


so wird 


ZUR THEORIE DER NEUEN TRANSSCENDENTER. Il. 439 


ji: j-rz le: 1 r* = 16 
Fe Ir gm et. = 12 20 2020 — etc. 











der erste Theil ist hier 


_ BA TEEN I SERR er m A ee 
= 1—r.1— ff 1—r.1— 7 etc. Iır= 'IFee pa 80 


= (1-1 ze) ar) a)’ lı—R*) etc. 
Bezeichnen wir noch 
1I—2r+22°— 21” +22 etc. mit Fr 
so wird offenbar 
Fx.F(—z) = (Frx)’ 


(3.] 
Zieht man auf ähnliche Weise von der Reihe 


a En ee a Ei ee 2 ak 2 en ae 


1 Zi Tr [pp 7 Zur peu = u an zu, at + etc. 
die Reihe 
Fo DE 2a ent art ze 
1 zit 1 rt 7 1 Pr 1 HI + ete. 


ab, so erhält man einmal 


1— 7" 1-1 er Eu nr Pe Dr > 2. Bee 0 
Zert 1 oe un ent eic. = Ylz,n) 


und zweitens 


rt zur 
a le ee —  unle he = rer da E 


14H area +2) 
Man hat also, den Fall » = 0 ausgenommen, 
Yan) = 14a! Late, 2) 
folglich 
Yan) = 14a tt at rt et etc. 


dagegen hat man für den Fall » = 0 


Ya en ee 
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folglich 


1-1 rt. 2*. 





= It ++ +r+ etc. 


10 er eit. 


Wir bezeichnen 
1—r.1—rr.i—r’ etc mit {r 


so ist: 


t—ı2.ierr.1-r... ir!" 


I+z+ +7 +et. = 1-2 11er...  [dJ 
= I+r.i+.r 14. IH +. ro... 





1—r.1-rr.1—- 2"... __ [zf 
IFx2.ıt+ 22. 142°...” [s<] 





1—2r7+2r°—2r2’+ etc. = 


i+2.1—rz.14+ r* 


IH 2E+ Et 2 ee = een = ler 
= +2) ae I Heer... 


! ne [rr]? 
en 


HEN. HUHN HT 
euer | 


“ Bi re... 
etc. el Ver et etc. = (a) he Tr 





at 1 lr +5 — 720490 — etc. 
folgt leicht aus 


tt + 


= 1-22. + 20°.) [yy— er Sat + etc! 


wenn man y— I-+mw setzt und daraus die Bedingungsgleichungen bildet. 
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(5.] 

Zu den Hauptsätzen in dieser Theorie gehört folgendes Theorem. 

Bezeichnet man 


Px 25Pa _40Pa 
24 24 
—f 





un Pa _ı121 Pa _169 Pa 
24 +e 24 pr 24 


so ist 


ga=y- 


Diese Function ist ein Maximum für « = I, wo ihr Werth 





= 018225 — 4. 


v2.y1,19814.. 
ferner ist 


Part = al ER} 


za=e # Ya.(l—e-eP\(—e-mP)(l—e-mP). 


age N 
oder El m Y: Tage 
pP 


Es sei 


AH HFNAHRY).. HUHN +E).. = Flag) 


so ist 


pP P 
Fle*? , arme PELL u rle '* 


(6.) 
Die Siebentheilung führt auf folgende Gleichung 


Bi Pre: 27°--..7? 
—— U+ir+2rt+.. 


_ pi+t2z+ 22" + ..7’ 
A=(arrıer- 
_ pl—ır'+ır"+..ı? 
B= er +2z'"+.. 
11. 





56 
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a .. 16— 325b 5 4 22— rbb s3__20 +Tesbb—resb* u 
4°—44’+ fr] —A - 4 Tr 2401 A 16907 A 
48 — 214455 + sta4b* — 4096 „b* {} ZG 
Fe 523543 A— 0 .. 


16bt— 125 30 b* 325’ 64° 208° + Trash! — res ht 


343 2401 


usb’ — 21448" + 0140’ — sou6h 1 
+ 323543 -B-— PETTTT 


Wenn man in der ersten Gleichung statt bb, 1—bb und statt A, — 4A 
setzt, so wird sie nicht geändert. 


(7.] 
Für die Dreitheilung hat man 
a b Li ze f 
B 
A B i-T 


T +12 —16) T’+64T’— (16t— 12°) TH = 0 
oder 
(T— 1)‘ = 16(t— ?)(T— T?) 

4 __ _»st—t’+Tlı3tt) 

a  s[rt—tt) Fei— Try 
Setztman T=tangN, t=tangn, so ist 

3sin(? N— 2n) = 4sin(N+3n).sin(3 N+n) 
sin (N —n)' = sin4n.sin4 N 


Aosn _ Bsinn 2ein{N+3n) _ sin(2N—ın) 


acooN  5anN  3sinaN—ın)  2sin(aN tm) 














[8-] 
Zum Beweise der schönen Lehrsätze der Reciprocität wird folgendes dienen: 
1. Das Product aus allen 


1, 
ak+N 


ist das Product aus allen 
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„1! 
ak 
+ 8. 
ak 
also 
in, _nm mn 3 Nom, 
@ e ie “ ED « 
— N ıN N 
sın—r ——nt =. 


II. Sollen aber blos für & die ungeraden Zahlen gesetzt werden, so ist 
jenes Product 


ni ymi 
2a 1+e u i+e °? 

a =e Be = eg". z 

Le - ei —ri 

2 


1re * 1+e*® 











Setzt man also N = ka’, so wird der Werth jenes Products, wenn man 


Be u ed, 
e’ = ud e" —y 
setzt, 
vi 
u _ 477 


1 ra —I par 


folglich das Product aus allen Werthen für A alle ungeraden Zahlen gesetzt 


= [«?[-T 


Es seien m,» zwei beliebige, positive reelle Grössen und X reell oder 
imaginär, man setze 


so ist das Product aus allen 
Äh 
I Garni 
für k und X alle ungeraden ganzen Zahlen gesetzt, obigem zu Folge 
56 * 
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= (ey Erst 
[e#] 
Offenbar ist aber obiges Product auch das Product aus allen 
Ar 
aa kmi+ kn 
also, wenn man 
n k 
-—Et — at 
a, "af 


setzt, so ist jenes Product 
= (yyErte 


folglich diese beiden Ausdrücke einander gleich, oder 


z +’ 2’ 
itzy.1+— .1+zry.1+—... i+ry.t1+—.1+z2"yV.14+— ... 
re Die ee He, 
ı+2 .1+r.1+7° .1+2°... +2. 1ı+7.1+7* .ı+7%... 








Diese Schlüsse bedürfen einer Verbesserung {alle geradezu noch einen con- 
stanten Theil im Nenner). 








8.) 
zitiert... x irr Ir’ I 
itfar tie + ıP 4+..  i-ır Hhor Tr Tue” Den ZZ 
z' En z 
= mtr ..+ I 
also 
19, rn ae 
Hlog(i +22 +22 +2 +.) otatet 


I. aus der Differentiation des Logarithmen des Ausdrucks durchs Product. 
Wird I, entwickelt in 
EEE LIE, 
— 2227 — 22° — 2 22" — .... 
+3. +3 P +32’ +3" +... 
1a a — rt — Art. 


und die verticalen Reihen einzeln summirt, so entsteht II. 
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+27 +22 +22. +.. 


1-27 +22 —22’+. 


watt ter +.. 


(1422-20 +22°+.. 
1-22 +22" —20 +. .) 


(22 + aut +22” +. 


Die Reihen 


r= 


- 


werden durch Differentialgleichungen am einfachsten auf folgende Art ausge- 


drückt 


sr 
er ner 


sr 
It 





2 i6z2r 24r" 3ır* 
= Tas + ı-e ı1+z* MH... 
sr isrzr ir? 317* 
re — = 
i+7r ıi+rz 1+7° i+r 


i6r 
1—rr 





48" 


so.r* 


Tiza Tat 


sr 





+zzj* + 


Srız 


8r® Ssı* 
(1)! tar ... 





16li+rr)e 


+rr* 
18(1-+ zer” 


sr sr 
Gr Tr 


18(1-+ 2°) r* 





h—ı:) 


n_ 


1+20r +22" + etc., 
1— 207-+22' — etc., 


(d—.r*)* 


de” 


+ A 


ci a z„')* 


# rdt’ nr 0 

t, dr es de e 

‚ du _ ," du” m 

a dr 09° Zen 
lt — ur) = — aut" = Hat?" 
t' 1 „e" 

+37 = Vlat167) 
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[UL 
[ZUR THEORIE DER NEUEN TRANSSCENDENTEN.] 


Die Theoreme in Beziehung auf diejenigen Reihen und unendlichen Pro- 
ducte, welche zu der Theorie der Arithmetisch Geometrischen Mittel gehören, 
ordnen wir so: 





1. 1— 21er 1 1—at... =/r 

2. I1t2.1+22. 142.140... = = 

3. tt. 

4. 1+2.1+0.1+.14+2°... = en 

s = 

6. Itayiteyttary.. 1tayiharytiHay”... 


evolvyitur in seriem 


Fate! 


1-2. fie)... _ [a ı 


7. also Fa— 122 +22 —22. +... elite tim ir... 
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Fe = itze,.1i+mt.1+0"... _e@r 
Eger... — fealle]) 1-20 Fam er 


[2] Fx = () Fa = («*®]) Fe" = ("*) Fe" = etc. = 1 


(BER PER 7' PERGERRENEE 1 id 


I1-r.1- zz. — 
(zz] => Fran TTREN m 
i+z2.i—rr.Ii+r?.i—r*.. 


_ 
ee 


Andere Beweise dieser Sätze. 
Wenn man in 6 statt y, xy schreibt, so wird 


145, It-zayyitatyy.itayy.. 1t2ayriHaryrihayt. 


oder 


12. 


Anderer Beweis 


u er ie Zu u a Bo a ll et 


ty ray. IHaryy.. 14zay ty tan 


= — Nr} 


[z2]2t 





at =ater. 


bi = 1. + +! +" +... = en 


Anderer Beweis. 


1—27 +2" —.) (+27 422° +.)= (1-220+220°— ..) 
1— 22742. — ."’+(1+207 +20 +...) = 2(1+202c+ 20° + .y 
(+22 +20 +. ++.) = (+ +. 

(+22+22+.)+ 2 +2 +.’ = (+2 +20 +.) 


(+22-+22.+ 


.=UÜ-2r+2#—. "+2 +22+. 
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Anwendung auf arithm. geom. Mittel. 


20. a —=hii+2x2 +20 +...) b = hli—2r +2 —. .’ 
— hi+2rr +20 +..)’ b = hii— 2rı +22" —. .) 
a = hli+2 +24. White + et.) 
"hi +2 +2" +. Mehl Hr — . 
etc. etc. 
ce = Ylaa—bb) 
ce = Yad—di) = Hab) = =, vs 
"= y@d@a—dd) = 4ad—)) = 1a” — aaa! Ya satartzt 
“= Va” a" —b"b") = +(a’ — b") 2 a == ea s v7 = een 
etc. etc. 
4 __ Eu Pr LE BEN ı 
21... ® Balre 77 7= Tale + [al ew. 


22. ==) e 


Setzt man in 6 statt =, =’ und statt y, —z, so wird 


1:12 1a"... 1 IE" 


— rail I—rr— re +2" +2" "2" +.. 
oder 
23. 2]=1—r— er + +2 — 2" — re” + etc. 


Anderer Beweis. 
Man setze in 6 statt =, =’ und statt y, +z, so wird 
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24. Ir ter ++ +2” Hm" +ete =). 142. 1-00. 14 at. 140 .. 
—_ kl 
(2](=*] 





Man setze in 6 statt w, «® und statt y, way, so wird 


IH y tt eyy+ etc. 
= 143.141... [a] 





oder statt x, #° gesetzt 
++ y ++ rtyy+ etc. 
= 2.1+®. +14. Hy ty te... [2] 
also 
235. tt te... 
= 21+ Et Ha IH Het... er) Ze 


2 aa Ha” rt — ete. = re re... [2] 
‚IT 
ale 





Da nun 
21 rt... (ee) __ - = a7 5 
a =] =1+ +2" +r"+. 


Pe er ee De Tr 
so ist 
97, rt — tr — ! 
= 1-1 r’.1—a”.. State" hr Ze "+ ete.] 


ferner folgt aus 24, wenn man statt x, x” setzt, weil 


m men u Ser —_ ler _ 6 zB pi 
I IP, a Ba I- +7 +r tr +. 





33. 1-2 at 2. etroet,. 1-2"... at +2? +27 +ete.} 
z 


also aus der Verbindung von 27 und 28 
iu. 57 
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2. 1-2. +2! 2 +2" —.. 
= 1.1". 1a... jet 20 Hat ar 22 —ete] 
3 


ferner folgt aus 23 
+ ter. erle) 
also 
0. 1-2f+ 20 — 20" +20 —.. 
= 1—f.1— ff 1—ı"... Fr jet ZU EB, EBD «JE DR, ze ..! 
Aus der Summation von 29 und 30 
31. 1-20 +2 22 +..)+j1—- 207° + 22" — 20" +...) 
=1— fi1— fir”... Ada’ +2" +7 _ ..| 
Aus der Summation von 28 und 30 
32. 1—27 +2 — 2” +. 14+f1- 22" +20 22" + 5. 
rt. tet Heat + 
Setzt man in 6 statt #, x" und statt y, zy, so wird 
IH yıHaryihaty... 145.14... [2®) 
14H Hs tryy+.. 
Man hat demnach die Zerlegungen in Factoren 
3 t—2+22"— 22" +.)+l1— 2 +20" — 22" +...) 
= 2") 1-11. e”... 
34. (V-2r +22 — 2 +.)+l1— 2" +20” — 20" +...) 
= 1a") 1-2 1 1-1... IH Here”... 
35. (+2 +22’ +20 +.) HH +2 +2" +.) 
= 2a). ı Hr Hr He. re... 


36. (+20 +2 +20 +.)+(1+2 +20" +20” +. .) 
= 22) 1 Hr 1 Here. rer ort... 
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Hieraus ergeben sich zugleich die Factoren des letzten Theils in 31. 
Aus der Subtraction von 28 und 30 


37. (122° +20 — 204 .)—1— 22° +22." —...) 
BE EEE ze a’ tet +2 Ze, 
Setzt man in 6 statt x, «° und statt y, «’y, so wird 


ty ty ty. it... [e®) 
14H Hr y+ 


Also die Zerlegung in Factoren 
3. 01-2420" —20"+.)—- (1-2 +20” —..) 
= 2) ee er. rer... 
2422 — 20" +.)— (1-27 +20 —..) 
= 22a) et ee. . 1 toe 
40. ‚ur2r +20" +22" + en .) 
= 222"). 1-2”. 1. 1-2. 12°. . 1+2’.1+ 21 +... 
4. (+22+22°+22°+.)— (1422 +22”+..) 
— 22[2"). 12.12" 1a". 1a"... 142.140°. 142°... 
Aus der Subtraction von 29 und 30 folgt 
42. mat ) 


= 2.1. 11a... ze _.r 1° +2" hz® —..) 


Woraus die Zerlegung des letzten Gliedes dieser Gleichung in Factoren folgt. 
Aus der Multiplication von 34 und 39 folgt 
43. (1-22 + 22" — 22" +.)—(1—224+22°— ..)’ 
Ze azie!t.( 1-2) 1— 2°) 1— 2°)? .. .i+z. 1+°. Ii+2. I1+@".. i 


42 IT Berl) _ 42 A 
[z=)° ' Tz]@'Jle® 7 ET 


Ebenso aus der Multiplication von 36 und 41 
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44. ' +22 +22 +.) — (1+22° +22” +22” +...) 


= 4zl2"). +2’ HEN HEN. 12 It... 


= 42.16: le] — 4. RRERRSEN 
LIEF elle) GL) 


Also der Quotient 





45 k-artırt— rt... "— (li 2r+ 12° — ..)' 
: (tar Haze Laer, "ffir tirr,. .)* 


-FAENE 








— ker TFLeIte] 
[re [e*} 
und das Product 
a5, u— 2 +22" —. ’—(1— 237 +22 —. 
x +2 +22" +. — (+27 +20 +.) 
en [r-}’[z-"} 
a 9 


Aus 254-130 folgt 


#6 (11-2427. )-ili— 2 +22.) 
= 1 f1— Pi”... attirt Hir' +z2’-+.) 


Nun findet man aus 6 nach dem, was zwischen 22 und 23 ist 
I+ay.ıt+2'y.itey... + > 1 +7. + Be Br I De 
1 Hay Hr yon. 
‚Also 
IH. 1 ri Hei... 1-7. 1+7. I It. 1-48"... 
= I1+ier Hr Ha" He" + .. 
Daher die Zerlegung in Factoren 


47. (22422 — ..)—ill— 224 20° — ..) 
= ri ir... Ir erte.. 
xi+ie 1+ier. 1—irt. 1— ia? 1a I+ie®.... 
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und ferner 


48 N-20 +20 —. )+Hill— 204207.) 
= 1cr1- rt... 14H tr tr... > 
xt-ir1—irr IH I Hi 1— ir 1 ir... 


49. +2 +22 +.)—ill+207 +20 +...) 
= Ii+r1+r. 14... 1-1... 
xI1—ir.I+ier 1-irt.1+ier... 


so. (+22 +22” +. )+ill+22+20+..) 
= I+r. 14.142... 14H 11... 
xIHie.I—irr.1+iet 1— it... 
Also aus der Multiplication von 47 und 48 
51. (2 +20 —.. "’+l1— 227 +20 —...)' 
= 21-2)’ 1 - a1)... HN... 
xi+trr.1+2.1+2°.1-+2"... 
= 21-2’ 1-1 a... (Hate)... 
xt—e (a). Aras. IH... 14-2. 1+2*.. 


KrPef _ [7 le) _ 2ER) 
2 (zajle® Pla] [29] fee) — Pl tler 





und aus der Multiplication von 49 und 50 


52. (+2 +20" +.’ +(I+2 +20 +...’ 
= 2 +2) He) (+2... 1 ara’)... 
xi+z2.14+z*%.1-+7°. Ita". er 
= 2 er IE) = Mes Ptee 
[fl  (erlle) [z[=*][="] 
und der (Quotient 


1— 27" +22"— . "+ll-23r+22°— ..)' 
((F22F 22" +, Pl+2z+22r+..) 


- ee 


= (2) (#2) (#2) = erereer 


53. 
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und das Product 


54. —22+.+U—22+. 422° +. (+24. 
= 41 22° +22" — . )' 





Aus Formel 23 folgt 
5. +++. =eiHet Het ie. (at tet.) 
+ Exponent = I—1 
Aus Formel 26 folgt 
6 He Hr. —=rtI Heer He.. ( — Het". ) 
oder =#+.1+2°.1+2".1+2"...=A F=r gesetzt 
55. St +zer.. = Alten ne.) 
56. HH. A Pr AN...) 


Nun folgt aus der Factorenzerlegung in 24 sehr leicht, wenn man statt x, it 
statt y, i setzt 
ah — +... 
zit PR. 1er +... 
Also aus 55—56 


57. ++... +.) +"+2”’+..) 
= 2.1— er. 142" 142". 1—r*.1—ı*... 
xi+2" 1.1... ertHette*... 


Und so sehr leicht 


58. +++.) +++” +.) 
=r1+22.1— er". 1 a" 140°. 142"... 
Hr IH. He... 


Also durch Multiplication 
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59. ++.” +. "+" +2” +...) 
= r2.1—. RT it 1 —a®.. 
xu +1) Toren (+) (1 Ham. 
— st IE LT_ 
[*JP’[=" P[=*F 
Eben so folgt aus der Factorenzerlegung in 24, wenn man statt =, ? und 
statt y, —i setzt 
Hr... et Hit Het it... [e*) 
also 
0. (+++... )Hile +2" He” +...) 
= 2.1-+ir2.1—ie" 1+Hie" 1-2... 142.142"... 1-2. 1—c*... 
und eben so 


1. Herrteer..)Ähee He” +...) 
= #1.1—irr 14H" 1a Hi. te. te... 


Also durch Multiplication 


2 KHertet ete+ 
| er let) ET (a ee 


Er [2] F 


je") Go [er 
Also Product von 59 und 62 
7a z’* 
63. Hr. NY —ft+t tr) ee 
Durch Multiplication von 62 und 44 folgt 


64. +++ Het + 
x +2 +20 +. (+20 +20 +.’ 


—_ agree) „re _ yptereT 
= 1 er per er er 


Durch Multiplication von 59 und 44 
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65. 


66. 


67. 


68. 
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Tal u ad Ele ur End „er 2 ZU ren 
x {+22 +22° +.) (1422422458) 
= sr EIER Peer 


je Pe E . lee 


_ Eu = 4a Herr.) 





Man hat ferner 





a) = lan aa RE (ai 

ul ab h {x]*[e*j' 

BELI TEN, ı_ ir 
Fe a © 3 

j En PIE) 5 ui 478 

u __a (aa ) aa—bb _ ("7 

el le = 77 u: 


Für die Fünf- Theilung |% %, 


a—A\t AA—BB BE 
Ber gab "bb 
B-b\t AA—BB AA 
sB—b) — aa— bb "aa 
e—A _:5B—b  , 
er er Fr 








(a — A) (5A—a)’= 256 Aabb[aa — bb) 
(B— b) (sB—b)’ = 256 Baab(aa—b}) 


(a —A)’(5A—a) = 256 AaBB({AA— BB) 
(B— b’(5B—b) = 256 AAbB (AA— BB 


a— A Er) _ sehr an" 





[z][#*] (aa dF 
A_a — alleletr _ 58a" 
ee a ee 


BeT(4A— BB)" 
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Zu der Theorie der Fünftheilung gehören folgende Theoreme, Wir be- 
zeichnen I+zy.1+2°’y.1+2°y...1+ Fa +3 ; +7 ...durch (z,y), so ist 
0) Ba Pliteeyy+,) te t)+- | 

Hatte +) 
wo P, @ von y unabhängig. 

Also 

(z,as)(x, =) = (z2,aa) = Pi—2rr +2 —..)= :T p 
oder 
— [=] 
P= (zx,ca) (za 
Femer für y= —ar 
(2, —aar.(2,—r — 0 


En Pi+:-+taa# ++. J-Qar+ +30 +5+ es 


d. i. 
Platt. +3) +2’@+2)+--| 
= 2 1 +zr(aa-+ tra +5)+ ..) 
Nun ist 
P= gal!trrlaa+z)+ a 
Also 


= letter} 
und unser Theorem 
. Boy.) Iterlaat,)teletn)+--| 
xitaeyt,)tey'ta)+ 
+rjati te +++] 


tt tt tt 
u. 58 
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oder 
(z,ay).(n,2) = Eulen. aa).(va,yy)+rayler,aaza).(vx,r.yy)| 


(Man kann auch leicht die Reihe, wodurch P multiplicirt ist, = 0 machen, 
durch y= ia) 


+ 
nn. tee 
va)=-(n?), (ara) = ;,(e.a) 


Den Satz 70 kann man auch so enonciren 





72. (z,a).(2,6) = ab).(em,z)+ralez,ader).(vx,’7*)| 
Hieraus folgt 
(2,2).(0,7) Er nt (wa ig). (vn, g)ralez,ad).(0n,’7?)} 


hieraus ferner 


73. (&,0).(2.8) +02). tet. Vaß).(t, y&) 
Nun ist 
ı+2 ir is" +... (vet, ish, et, ie 
ı+22"+ 22" +. = wizt, i:h), (jet » iz) 


_ (22), —z)+2(—-r, - )l—r,:*) 
er, z{—e, —2)—r(—z, —e’)(—r*, x*) 


Woraus der erste zu beweisende Satz von selbst folgt. Ebenso ist 


1422 +17° +... __ 1er. 1oser 1er jet. IFer2 1pecer IF etrr. it etz... 
ır 22 + 22° +...  1+ez2.Ii+ser. 1er. 1+etr. 1 err. 1—eerr.1—err.1—etrz... 
_ tot. 1 ‚a iezt).(izt, jeert) 
14er (izt r iezt). (ieh, iecat) 


_ ol. (2, —e7).— 28-62 etrr)l— 2, —ir) 

—Te+ ect on er). (20) +s2(— 2, etrr)l—z, — tz) 

a +se+et— et (ne'2).(, er etle, —e*t)(z, cz) 
+etee+et et (z,8°2) (2,0) et (2, et), er) 











Woraus der zweite zu beweisende Satz von selbst folgt. 
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(n.2) = 24221 4a)... 2, 
Yo f{ : 12... —- lee) _ E 
(@, 1) (+2) (142°) — Ge? 


Man hat also 


2.0’ = -E a Kt zw, a0) np + 2ealez, aan) =. 


Durch die Entwickelung von (z,y)’ erhält man 
PH ee + } 


also für y= —er 


yEEl = Qx” Ikea —(—err—.. “f 





(1—e8) GR 
oder 
3. {5 I = QAii—ar + +2'— ..)=[er)Q 
also 
Q = 3a. 


drz, 


Durch Entwickelung von (z,y).(z,—y)’ erhält man 


Pitt Het) + 
at pie at —eej[re) 
dr 4 (ll) 
ee 


Man folgert hieraus leicht, dass man setzen darf 
Tag)’ + Uey)i, —y)’ = (ey?) 


Um sie zu bestimmen setzen wir 


so dass T und U Functionen von x. 
58 * 


‘ 
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1) y=# so wird Tea! —=(rr) oder TEE 














t Grer 
2) y= —er swird Ta,—er)’ = Ur, ten) 
oder . 
ker’) _ _ "fir? n 
Tr = Terer Plltee) 
oder 
EZ Ey 
I za —+ U («tz 
oder 
[EEE 
U- - El 
folglich 
(.—y)7° (—») 
Re 2. ey) 
‚ Ken? . 
T+U k (z, IE -] 
also 





[22] Bong —„ kfre-n 
rikey) N) Se] 
k:f_,[*r ve. Nr (e*, 4°) 


Fr Glen 











IV.) 
HUNDERT THEOREME ÜBER DIE NEUEN TRANSSCENDENTEN. 


Es sei 
a u BE [a Be Er u 27 
T= 1731 ne per Hr a—1.a0o—1.0_ı .P 
a". ar — aa," a 
1.001.091. + usw. 


indem wir n,a, f ganz unbestimmt lassen. So oft n eine ganze nicht negative 
Zahl ist, bricht die Reihe offenbar ab und besteht aus n-+1 Gliedern, auch sind 
dann, wie wir in der Abhandlung Summatio quarundam serierum singularium ge- 
zeigt haben, alle Coöflicienten ungebrochne Functionen von a. Ist aber n ge- 
brochen oder negativ, so findet beides nicht Statt. 

Indem man T mit ı+a”? multiplicirt erhält man 


art art. —a tt — tt — an 


T.(I+a’t) =1i7 — tr en hr °—1.00—1.0°—1 ‚tete, 








Indem man also in 7 das Element n als veränderlich ansieht, und sich 
des Functionalzeichens # bedient, dass 
7 — On 
wird man haben 
Bia-+1) = (I-+a"t)Hn 


Hieraus folgt das 1. Tiroren. 
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Wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet, ist 


141 u? ne —1.at—a, ep etc... 


dmil.ado 0-1. sa—ı. a?’ 


—= (I+M)1+at) I+aat){ I Hat)... datt 








2. 
Wenn wir T auf folgende Art schreiben 
1a" 1— a" 1m am! 1 at 1 a! 
da rer ae fer ia 'ı-aa HT I-aa 1a ad 


ee: [tet 
1a '1—aa "1—a! "1—a* 














.a®.t'-+ etc. 
wo die Exponenten von a die Trigonalzahlen sein werden, so erhellet, dass das 
letzte Glied sein wird 
adlen—n) en y" 
wenn wir al — y setzen. Die ganze Reihe wird dann, indem wir das 


letzte Glied mit dem ersten, das vorletzte mit dem zweiten ete. zusammenfassen, 
für ein gerades n 


Nr He Tai). 














at at 1 art ati) —1) ‚jn—ı 

Feet ET IN) 
1a dat at in. int ‚in 

Testen Pen e 








indem das mittelste Glied isolirt stehen bleibt. Bezeichnen wir dasselbe durch 
A und setzen 4 = rır, so wird die Reihe 


nr 2 ba 


AH Hy NH: en 


i— zZ" 1— 2? un zu 


Han: I—gtti ey): - 


u.8.w. welche Reihe aus 4n-+2) Gliedern besteht und dann abbricht. 
Unser Product (1+!;(1+atj(i+aat)..(1+a”"t) hingegen verwan- 
delt sich 
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HF): ty) 
Das Product der ersten Hälfte der Factoren 
= 7.4 +. ++ 
wozu noch die übrigen kommen 
dtp trylitefy)...((+2"y) 


Da nun 





ee [ee 
Ir Io tot „it 
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wird, so verwandelt sich das erste Tmeorem in folgendes zwerte: für ein gerades 


n wird: 


1 29"? 


ty a a yy+ 5) 


a PHy)+ ee. 





= HN. NAH AHEAHE).. (+ 


1—rz i-—ı* [ 1—® 
x m 


: 3. 
Ist n ungerade, so stellt sich die Reihe so dar: 











UNE Tatil HN) +. 





mar 1a! akt) Hua) un—3), s 
re ee’ en ! +y‘) 
ee, ee eg) 

1a l—aa en 


=) 


Machen wir wie vorher «= xx und setzen das Glied, welches hier das letzte 


ist, = Bat (ty), so wird die Reihe 


Be Hy N) +ete.] 








fi ı Di 
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welche Reihe aus 4{n-+1, Gliedern besteht und dann abbricht. Von unserm 
Product stellen wir die ersten 4/n—1) Factoren so dar 


ie) Eh zu z 
a IF NH NH TI IE 


zt wo,‘ Y 


wozu noch kommt 
I+y,i+r2y i+rty...14a'y 
Da nun 





B-! .00 ee 
ar oe 
_ er 1-2." yir 
— im 28 ... I—""" im 





so ergibt das erste Tueorem folgendes verrıe: für ein ungerades n ist 


eg yiHy + ee. 


regte)... (4ary) 





\ e j =* Fa 
1+7) (1+T) (+8)... ) 
x(1+7) 147) aa, Er 
1i—rz 1 r* 1—:* 1— 2"! 
x 1— zur “ 1— + * I— zur m...» 1— zi" 
4, 


Wenn man »n ins unendliche wachsen lässt, so verwandeln sich die Rei- 
hen und Producte des zweiten und dritten Theorems in unendliche Reihen und 
Producte. In dieser Gestalt ist das vierte Tueoren 


+aytz tet te’) + ete. in inf. 
= HH NN HE. 
x(i1—ar) aa) ER)... 
und DAs FÜNFTE 
et etc. in inf, 
= Heel Hey)ii+ey).. 
x+F) +2) 14+8).. 
xi1—.2 1-2) 1—).. 
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br j 
Die Functionen, welche durch das vierte und fünfte Theorem in unendliche 
Producte entwickelt werden, sind von grosser Wichtigkeit, und es wird gut sein 
sie hier durch besondere Functionalzeichen zu bezeichnen. Wir schreiben 
daher 
Pay) = 14a Hy N") ee. 
eig + ee. 
zugleich auch 
a) ya Hy)+ ee. 
wo also Qix,y) = P(—r,y) =Pir.—y) wird. Der einfachste Werth, welcher 
% beigelegt werden kann, ist 1 und da die demselben entsprechenden Werthe un- 
serer Function von besonders grosser Wichtigkeit sind und häufig vorkommen 
werden, so schreiben wir der Kürze wegen statt P(a,1), Q{x, 1), Riz, 1) schlecht- 
weg Px, Qr, Rx. Wir bemerken noch, dass wo ein Exponent sich blos auf 
das Argument einer Function bezieht, dieses durch Klammern bezeichnet wird 
wie P(a*), ohne Klammern ist immer vorauszusetzen, dass es sich auf die 
Function bezieht, also Px* so viel bedeutet wie (Pxj'. Also 
Pr = 1-Fr-+2r +. 
Qr = 1—2r +20 —. 
Rx = 284 +22! +22” +. 


Endlich wollen wir durch das Functionalzeichen F in dieser Abhandlung das un- 
endliche Product ausdrücken 


Fx = 1 —)t—ar)ı—at)(1-2t)... 
In diesen Zeichen erscheinen die beiden letzten Theoreme so 
Pay) = (Hay N HN HeNH N)... Faa 
. Ray)=aty'4yhlitzay) +) (+ yi+S)... Fra 
Und so ist offenbar 


2 Ay) -ry)(i—F).. Far 
um. 59 
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ferner indem man y= 1 setzt 


T. Pı = (142? ze) HI I HAIR)... 
8. Qz = 1-2’ - a) Ur Frl R). 
9. Rı = 2 tele N.. 


Substituirt man hier 14. — Er, I+.’ = 8 u.s.w. so verwandeln diese 


Ausdrücke sich in folgende 





(Fzxr) 


et 77775, 
se 
11, Qrxr = ur 
12 Rx = 2r.t X? n 
& — Frr 


hieraus ergibt sich ferner 


13. Pz.Qzx = (Qxa) 
14. Px.Rz = 4(Rya)’ oder was dasselbe ist 


Pxz.Rzx = +{Rr)*, Rız — (23) 


ıPır 
Qxx(Ra) = 4at.(Fr')* also 





PR Fa — yalehtael' _ „Pe un — ) — „(at Reh 
izt Br 

ferner 

16, Px+Qx = 2P(«) 

17. Px— Qz = 2R(z*) 


Also durch Multiplication nach 14 


18. (Pa) — (Qx)! = 2(Rer)' 

Bedeutet ferner i die imaginaire Grösse Y—1, so wird 
19. Pz-+HiQz = (1-+1) Q(ie) 
20. Px—iQz = (1—i)Piiz) 


Also durch Multiplication 
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21. (Px’+(Qx) — 2(Pxa)’ 
und aus der Multiplication von 18 und 21 mit Zuziehung von 14 
22. (Pa)! — (Qx)‘ = (Ra)' 


Man sieht also, dass (Pxx)* das arithmetische Mittel zwischen (Pz)’ und 
(Qx)* ist, und da nach 13. die Grösse (Qxx)’ das geometrische Mittel zwischen 
denselben Grössen vorstellt und da (Teor. attract. el. p.) wenn zwei Grössen- 
reihen 

m, m, m, m"... 

m Pr Se 
so verbunden sind, dass m) immer das arithmetische n(*) das geometrische 
Mittel zwischen m?) und n®) ist, man die gemeinschaftliche Grenze das arith- 
metisch geometrische Mittel von m, » oder von irgend ein Paar zusammengehö- 
rigen Grössen der beiden Reihen nennt, so ergibt sich das höchst wichtige 
TREoRENn (23): 

Das Arithmetisch Geometrische Mittel zwischen (Px)' und (Qx)’ ist alle- 
mal —= 1. 

Nach dem, was wir am angezeigten Orte bewiesen haben, ist also auch 


dr 
ME EIER mer Has 
von 9—=0 bis = 27 ausgedehnt —=2r oder auchvon 9—=0 bis = +hr, 
wenn k irgend eine ganze Zahl bedeutet, — + kr. 


6. 
Um den Zusammenhang des Algorithmus des arithmetisch geometrischen 
Mittels mit unsern Functionen noch weiter zu entwickeln, bemerken wir zuvör- 
derst, dass wenn 


3 = a und m = uPıf, n—uQr, mm —nn — pp(R)‘ 


gesetzt wird, man hat 
59* 
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* 
m —yu(Pxız, nm =yu(Qeu), mm —nn = yp(Rar) 
m’ — u[Pıt)”, n’ — u(Qxr*)®, m" m’ — nn” —= uu[Rı*)‘ 
m" = „{Pa*) n” = u(Qa’), m" m” —n”n” = pyu/Ra*) 
2 


(Qz’)*, RM" — pp (Rz'* 
u.s.w. oder allgemein 
m) — u(Pa”)%, nl) m u(Qx”)r, m! m’ —n'n" _— up[Re”)‘ 


und dass offenbar „a das arithmetisch geometrische Mittel zwischen m und n 
selbst ist. So bald wir also den Werth von x, welcher vorgegebenen Werthen 
von m und » entspricht, zu bestimmen im Stande sind, werden wir jedes Glied 
der Reihen 


n, Rn, N... 


unmittelbar darstellen, auch die Reihen interpoliren und rückwärts fortsetzen 
können. Das nächstliegende Mittel # zu bestimmen ist folgendes. 
Man sieht leicht, dass die Glieder der Reihe 


1 wel ne = leeh, 


N" (=), "= ("7 a 





sich dem z immer mehr nähern, so dass x die Grenze derselben ist. Man hat 
also 


Pe er ee Ti 
za h . E F u ar 
Nun ist aber nach 14 
h K A" A" 
»=(Prs? ndo 5=Pı, „=(Pf, m=(Pr" 
Also 
h 








u = TERSEERET 
(Pre). Prt. (Per! (Pewjt. 
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wir haben folglich 

RE RERBNL.... bee... BSR 
EEE 
wofür man auch schreiben kann 


= lat ll 


25. = 





Da die Glieder m‘, m”, m” sich äusserst schnell der Gleichheit nähern so 
erhält man z mit grösster Bequemlichkeit. 


[V.] 
(4.] 
Allgemeines Theorem (1827 Aug. 6) 
P(a,1y).P(z,%) = Pixz, tt). P(ex,yy)+R(za,tt). R(zz,yy) 


[2] 
Durch Zerlegung in Factoren bestätigt sich leicht, 


(+2(1+@)(1 ta) +2@”)....=M 
gesetzt: 
Piz, ich) = 260 
| Piz, —it) = I) 
also durch Addition 


P(z,1)+Pie*,ı)= 2M. P(a*, — x) 
Pi&.1)— Pia’, 1) = 2Mx.P(«*, — »’) 


also 
Pla, 1? — Pi, 1 = 4MMz.Fl@a®) Ua) a) a") 2") er 


So, Fz.F(z*). F(z") pP 
== aMMa.—,, Fey = ayı.R 
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Piz,zt) = --R(z,t) 
ztyt 
R(z,2t) = —- Pf(z,t 
ine lm 


Piz. 1)’. P(z,y)’ = Q(z, 1)’. Q(z,y)’+R(z, 1)’. R(z,y)’ 


Pia,y).Q(a,y) = Qlez,1). Qez,yy) 
Play)’ +Qa,y)’ = 2P(ez, 1). Plez,yy) 
Piz,y)’— Qiz,y)’ = 2Rizz, 1). Rizz,yy) 


P(z,y). P(zz,yy) = Pie, 1).P{°,y’)+4{P(<, 1)— Pie", 1)}.[P(at,y)— Pie’, y°)} 


(3-] 
Pla’, ı)=P, ae ı)=Q, R(e’, 1) = 
Pi&,1) =». Qa,!) =g, R(z,i) = 
pqr.Pia®,y’) = pgR.Piz,y”’+3PQR.P(z,y). Qx,y)’ 
pg’r. P(a’,y’) = prQ.Piz,y’— 3 PQR.Pz,y).R(z,y) 
3pPQR =rFQ—g’R 
39PQR=rP_p'R 
3rPQR=PQ—g’P 
3PPQQ = PPgog+pp QQ-+ppag 
a a RE 


R 
r 


rg 
»yP=3-7% q r 
® s sp 3m 
0=,-5=7-7 
ig pP 


rt+3Rt _q+r3Q __ p+3P* 
‚RR ——gQ 7 pP 


= 4+ We +40 + 242 +42 + 242" +20" 482 
= 8P(zz, 1) P(z°,1)—4Ql(zz, 1) Q{z°, 1)? würde dann sein 
= AY(pp+gg(PP+QQ—AypqaPQ 

= 2/(pp+g9(PP+QQ)+2YIppr —aN(PP—QQ 
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d dQ ‚d= 
7-7 =+ingPQa“ 


[4.) 
So wie 
ehrt. 
durch Riz,y) bezeichnet ist, so wollen wir noch 
NH... 
durch $(xz,y) bezeichnen. Man hat dann 
iS(z,y) = R(e, —y) 
_ Yet, 1°. Piz, y)’— Pfz, 1). Q{z,y)*) 
S(z,y) = u Riz, 1) wi 


— VlPle 1). Ri, '—Rla, 1)". Plz, y)} 
Qi, ı) 


Riz,y).S(z,y) = Qiez,1).S(22,yy) 
Rie,y)’+S(2,y)’ = 2P(zz, 1). R(zz,yy) 
R(z,y)’— S(z,y)’ = 2R(ex, 1). P(xx,yy) 


R(a,y).Ria,2)+S(&,9)-S(@,2) = 2 R(ax,yz).Ple«, X) 
R(x,y). Riz,2)— S(a,y N S(z,2) = 2R(zx, ).Plax,yz) 
R(a, y) .S(a,2) +S(z,y).Riz,)= 2S(e0,y2).Q(ea,) 
Riz,y).S(x,2) —S(z,y). R(&,2) = 28(r«, =). Qlax.yz) 
Setzt man 
Letkta' — (h,a) 
wo & alle ganzen Zahlen bedeutet, so sind die Theoreme enthalten in 


(9,20).(6,28) = (26,a+5).(28,a —6)-+(20,0+5-+4).(26,0—6-+4) 
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auch ist 
(9, a) = (9, — a) 
[5.] 
Man setze 
ee, in dt 
Riet, vb) BR ste, yh) 
cos4# — Bun ;’ isint = TH - 
y= cosu-tisinu 
dann ist 
P(x,y)d# = pgQlz,y)du 
ne ds _ dd 
u Zr) — Vlpt and Hrn") 
Ray) = aty'Pia,ay), Say) = aty! Qla,zy) 
Setzt man 
a 
sind = 52 cos 
so wird 
_ı sy) _ r Ray) 
u Aue ep’ Pia,y)’ in = p ' Piz,y) 
Br dy 
du = — ap 
(6.) 
P(x,y). P(x,2) = P(zx,yz).Plaz, £) + Riza,yz). Riaz,? =) 
Q(x,y). Qx,2) = Plex,y2). P(xa,?)— Riex,yz). Riez,!) 


Piz,y).Qz,2) = Qlaa,y2). Q[ax,2)+S(ea,y2).S(er, ee) 
Ria,y). R(x,2) = R(ea,yz). P(ex.Y)+ Plex,ys).R(ex, %) 


Pia,y®.Pia,)’+S(@,y)'.S@,2 = Qa,y)’. a2’ +Rie,y’.Ra,a)’ 
u. 60 
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(7) 
Rix, 1)’. Pia’, y’) — Product aus Far 
. Riz,1).Pix,y) i 
[Ra e) Piay)—Sir,e.Qx,y)} 
 [Ria,ee). Pix, a Qla,y)} 
j a P’e,y)—S(2,.).Qir,y)} 
. [Ria,e‘). Pix,y)—S(x,e*). Qix,y)} 
{Riae).Pay)—S(a, A DIE] 
Ri), Pay)— Se"). Qiay)] 


= Ri, 1), Pa) — .......» +7--— er ‚Piax,y).Qix,y)‘ 
worin ®’ = I. Zum Beweise dient, was sich leicht nachweisen lässt: 


Pix, ey).P(x,?) = Pixa,yy).P(ex,ee)+Riew,y ” .Rixz, ee) 








= Play). nie I u 1 
8. 
Pay=r, #=r 
Qa,1)=g, Be =gq 
Ral)er, Y=r 


pP= r—ler H4— ar 62 Sat + 82 — Ss + Br — 120°.. 
W=—r— 2rr af 4a 6 Sat — Su — Sat — 130? — 120".. 
r= I+3820 — 4322 — 10 48 — 322’ +64 — 104010, 


a r EU = . 
Co&fficient von =” “° *.. wenn a,b,c.. Primzahlen, wird 


ar Pr ori 
ut "bo ' 0—1 


A 











[worin für jene drei Reihen folgeweise] A = 2*{(—ı)"*!, A= 2", A=8(3—2P) 


7 EHER u - in En “ ee A Ten 
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p—Ag—r' 
ır—Ap—d 
1r—ig—p 


== 4aa).(rd) 


ui a (ga*).(ra*) 
dpz  dpz* dr 





_ 4z a? 

px pe = .(g2).( «*) .(ra*) 

dpz dpa de NEN 
pr pe ir" prgg—>PPQQ 


[9.] 
Bei der 5Plie- ist (Aug. 29) 





pp—PP= Ays, 5SPP-p = By 
g—-QQ=—AyZ, 5QQ— gg = By2 
d rr— RR= Ayz: SRR-ır = —By® 
AB= —2ppPP+2g99QQ-+?rr RR= (16pgr POR!, F Fa: 225 
A=r. (Par)! Bu want 
(vont (Paryt 


also 





N) PP 
p= (QR-+gr) Var or etc. 


FEREEN 1 p9 
s=—ntpRtR 
Siehe weiter unten [Art. 11.) 
Für die Ableitung dient u. a. 


P(#°,2*). Pia, — ax) = Pla, —xr). Pla, — a’) +2 Ple", — a“). P(x", — 2°) 
Pie, —ı‘). P(, xx) = P(x, —xa). Pia”, — a) — ax P(a«", — a'). Plz", — a”) 
60 * 
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also durch Multiplication 
Qt”, 1%. P(x", —a”). P(a', — x") 
—= P(«",— 2). P(a”, — a)’ — 22 P(x”, — a. Pia”, — a’) 


(Fz)* __ (Fetj’ (Fr) Fr.(Fr 
[Er ui 7770 7 77 7 


was mit d identisch ist, nemlich 
FeuntPaumt= 








Auch beweist man leicht 


pp = PP+ajt +2" +.” +0 +. rt HH Het 
= PP+4zsP(#,a*).P(a,x:) 


= PP+4ayj. 5 


(22>) 
= PP+ıay£ BEN 2 
 & 





[1 0.) 
Bei der Trisection ist noch, p, Petc. in voriger Bedeutung genommen 
und P(#*,1) = P® gesetzt 


ı PP—Ppr\? t 

eezee) = rer) 

»Q0—-@ @\? r\t 

a 
Allgemein wenn P(z,1), Q(x,1) gegeben sind und Pfa”,1), Q{a”,1) ge- 
sucht werden, wo n ungerade, sind dem Pfa”,1) coordinirt +Y+-Ple*, ı) 
oder +iyt.P(e#, 1), je nachdem » von der Form 4-1 oder 4k—1 ist. 


Die Gleichung findet sich leicht aus Entwickelung der Summe der geraden Po- 
tenzen der n-+1 Wurzeln. 


[11.] 
Setzt man 


Per) = 5. Play’ +4. Pay’ Qay’ + Pag aay' 
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so ist auch 
ag) = "Fr. Play‘. Aa y+4- Play. Qay+ 3 Qay) 
Setzt man hier y—= 1, so erhält man 


App = Pg— A. pP "Fg 


pP 
= 9-2. 





woraus die Gleichung weiter zurück [Art.9] folgt 
0 =p@r— Pgr+pgR—5PQR 


daraus 


A Perth) 
prggr 


[12.) 
Tarorem. Wenn der imaginäre Theil von ? und 3 zwischen —i und 
—+i liegt, so ist der reelle Theil von 


Q 2 
(7) 
positiv, F Itis 
1 
Geometrisch zu beweisen ) Raum für € und 7 


Unter dieser Bedingung ist also das arithmetisch geometrische Mittel 
zwischen 


„P(rt)? vQ(te) 


indem man immer das geometrische Mittel zwischen m, n so nimmt, dass 
einen positiven reellen Theil hat, 


vmn 


=y# 


Ein solches Mittel nennen wir das einfachste Mittel. 
Ist das ag AG. Mittel zwischn m, n, =p, das zwischen 


m, Y(mm—ın), =, so ist # der Canon des Verhältnisses - . nemlich 


re 
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m Qti8 
Mn 2) 


dann ist das einfachste AG. Mittel zwischen m und —n 





_ _# 
i+F2mt 
und der dazu gehörige Canon 
PER. ZERO BD 
= 218 Pezr 
Die Gleichung 
Qt\? 
„) = 4 


hat immer Eine und nur Eine Auflösung in dem Raume 


Es si aöaö—dy=1, a=öd=1(mod.4), 6, y gerade 





# ‚att+br 
Zn TR 
dann ist 
Qe’\2 y [Qe\? 
Fr) =) 
[13.)] 
Füänftheilung 
a A 
b B 
ce = Ylaa—bb) C=y(AA—BB) 


2 = —aA+bB+cC 
ww — aa—6aA+5AA = —(bb—6bB+5BB) = —(cc—6cC+5CC) 
v—= — AY(AA+r) + BY EBB—v) + OY(CC—v) 
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Die Elimination auf eine Gleichung 
Va+yb+yc+yd=0 
angewandt, gibt 
0 = Lat—aab— 2aabb+4aabe— 24a bed) 


= [14.] 
Die zMieston Jeruht auf 


(asin 9 +4A)+bsin(3p+-B)]’sin(p-+A) 
= asinp +) +B5sin(gp+1)+ Ysin(5p+2)+ösin(79-+2) 


f15.) 


Bei der Trisection hat man 





vi=n, v»=N 
gesetzt, 
Damm ınN, BÖSE = aypPgQ 
proportional 
p* |3 0089 sin 9° | g* |3.c0s (60° — 9) sin(60’ —y)? || r* |3c08(120°— Y)sin (120° —p)? 
P*| cosg* sing | Q*| c0s(60°— Y)? sin(60°—g) || R*) cos(120° — p)*sin(120°— y) 








[16.] 
Wenn innerhalb einer begrenzten Figur überall 
day , ddV . 
run 7 A 
an der Grenze hingegen V constant = 4A ist, so ist nothwendig auch im gan- 
zen Raume VY=A 
Beweis. Es sei dM ein Element der Fläche und 


IE Het NM = 2 
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Wäre V nicht constant, so wäre offenbar das Integral positiv. Allein das Inte- 
gral ist auch 


ir—AIg-dy— 5, de) 
durch den Umfang der Figur ausgedehnt, also —=0. Da dies mit dem Vorigen 
im Widerspruch steht, so ist die Voraussetzung unzulässig. 

Ähnliches findet mit drei Unbestimmten Statt. 

Es lassen sich hieraus manche schöne Folgerungen ziehen. 

Ein Punkt kann innerhalb eines hohlen Raumes nicht im stabilen Gleich- 
gewicht sein, wenn nicht innerhalb des ganzen Raums gar keine Wirkung Statt 


findet, weder im Fall der Abstossung, noch der Anziehung. 


[17.] 

Dass in der Peripherie einer Gleichgewichtsfigur keine negative Theile sein 
können, beweist sich so. Gesetzt AB wäre negativ, so wäre V— A (A Werth 
von V in der Peripherie) auswendig neben AB positiv, neben den andern Thei- 
len negativ. Es wird daher einen endlichen Raum geben, wo dies positive gilt; 
er sei innerhalb ABCDE; dann wäre er aber, da er an der Grenze 0 ist, in 
diesem Raume constant, welches ein Widerspruch. 

Dieselbe Schlussart lässt sich auf drei Dimensionen anwenden. 

Bei drei Dimensionen findet, für die Fläche s, wo V — Const., noch das 
schöne Theorem statt, dass as, wenn p normal gegen s, =4rM, wo M 
ganze Masse (vermuthlich allemal die in einer solchen Fläche eingeschlossene 
Masse, also ungerechnet die draussen liegende). 

Vermuthlich ist der Satz für jede einhüllende Fläche gültig, ohne dass V 
constant zu sein braucht. 

Es seien zwei einander einschliessende Flächen, in denen V constant ist, 
nemlich resp. VY=4A, V=B, dW ein Element des Raumes zwischen beiden, 
p die Anziehungskraft in jedem Punkte, dann ist 


fppaW = (B—A).ArM 


wenn M die Masse im innern Raume, wobei angenommen ist, dass im Raume 
W keine anziehende Masse ist. 
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1] 


cosi = sin2.sin5 
c0o82 — sin3.sini 
cos3 — sin4.sin2 
c084 — sin5.sin3 
cos5 — sini.sind 

1 = cosi.tang3.tang4 


= cos?2.tang4.tang5 
— c083.tang5.tangi 
— cos4.tangi.tang? 
= cos5.tang?2.tang3 


8. —di = d2.c0s4+d5.c0s3 
9. —d2 = d3.c085-+di.cos4 
10. —d3 = d4.cost-+d2.cos5 
1, —d4 = d5.c082—+d3.cos1 
12. —d5 = di1.c083-+-d4.c0s 2 


Die Elimination von d5 aus 8 und 12 gibt 


di.sin3’— —d2.c084-+d4.c052.c0s3 


Die Elimination von d3 aus 9 und 10 hingegen 


d2.sin5’— —di.cos4-+d4.cosi.cos5 


(2. 

Das ebne Fünfeck, welches die Centralprojection jenes sphaerischen auf 

' eine beliebige Ebne bildet, hat die Eigenschaft, dass die von den einzelnen Win- 

kelpunkten zur gegenüberstehenden Seite gezogenen Normalen sich in Einem 

Punkte schneiden (im Augenpunkte). Zugleich sind die Producte der beiden 

Stücke, in welche jener gemeinschaftliche Durchschnittspunkt jede Normale 
theilt, für alle gleich. 
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csA=a, osaB=b6,csC=y, oaD=Öd, csE=e 


Um die Eckpunkte in ganzen complexen Zahlen ausgedrückt zu erhalten, 
seien p, p', p", p”, p"” fünf complexe ganze Zahlen, und zwar 


p=atbi, y=a+tbi, etc. 
Man setze 
da” +56" — (1,3), aa” +56" (2,4) u.s. w. 
und nehme für die Eckpunkte 


(1,3)(2,4)p, (2,4)(3,0)p, (3,0)(4,1)p", (4,1)(0,2)2”, (0,2)(1,3)p” 
_ 9. q, g", gd", g” 
also 
g = (da” +55") (da +65"5")a+ (aa +55”) (a" a” +-5"b”")bi 
u. f. 
Es ist dann 
d—qg = (ba—ab')(2,4)("—a”i) = —(ba’— ad')(2,4)p”i 
u.8. f. 
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Der Schnitt von gg’ mit og” hat die complexe Zahl = 


m __ (1,2)(3,4)(3, 0) m 
er re 


Das oben erwähnte Product wird 
= —(0,2)(1,3)(2,4)(3,0)(4, 1) 


A W—a”i) 


u. 58. W. 


er W— a”i) 


Die Relationen zwischen den ER, des sphärischen Fünfecks so 
Quadrate der Gleichungen 
Tangenten Secanten Cosecanten 

a yö ce 1+a — yö 
v öe T 1+5 = öde 
Y ea 7 I+y=ea 
ö ab : I+ö = a6 
2 öY E I+e =86y 


Diese Gleichungen sind nicht unabhängig, es ist nemlich identisch: 


(+Y)(14+65— 88) —(14+6)(1+y—ea) = el +6)a— (+ Y)ö} 
= e[(ad —d5—1)—(Yd—a—1)} 


und auf ähnliche Weise wird die fünfte aus dreien der übrigen abgeleitet. 
Aus zweien der Grössen a, 6, y. ö, e folgen die übrigen 











_ Itatr FE _ it. 148 
En ay = a’ u er 6=.— 
ö =", > te, = ab—i, y=a-—I 

_ tr _1I+.+3 __1#+6 ta 
er Tu u a =. 


Beispiel 
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cos” sin? 
a9 dir % 71° 33’ 56” 
=} 4 4 39 13 54 
yzıı + 4 54 4 7 
ob=5 + i 65 54 19 
e=}+ 4 + 300 0 


Schöne Gleichung 


3+a+6ö+Y+örte = adyde = yYll-ta)i +5) +) +8)(1+e) 


Der Inhalt des sphärischen Pentagons ist 360° weniger Summe der Seiten. 
Setzt man die Summe — 8 und 


U-+Hiya)Hiys)tHiyyitiyd)ttiye) = A+Bi 
so wird: 


A = adyde.cosS 
B= abyöe.sin$ 


[4.] 
Glax+öy+yz)’+ dr t+öy+Y’+ "az +6y+Y'2? 
= Arc+Byy+ Oz: +2ayz+2brr+ 2cay 
(A—G)a-+ c6+ by —=V— 
ca+{B—G)5+ ay—=u 
bat a5 +(0—QA)y=o0 


la(A— G)—be}a = |b(B— G)—aclb = je[(C— @)—ab}y 


be ac 


ZBREENEHE.., ABREG ab 
a d—G)— EIER tedent =0 
(A— G)(B— G){(C— G)+2abe = aa(A— G)+bb(B— G)+cc(C— G) 


aa 14-6)- „ER, Bus: ld— G)— beit 


Hier ae) + (0 -0)-a 
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Setzt man 

arteetaegmt! = 
so wird indefinite 


la A—)—be} ke B—n)—ac} |c(C—a)— ab] Q 
= —abce(s— GO) (a — @') (x — @”) 


Differentiirt man und setzt nach der Differentiation r = @, so wird 
ja A— @)—be} |bEB— G) — ac} |ce(C— G) — ab} 


1 i 1 
x abe ao) t BB -0j + era! 


= abe(G— @')(G— @”) 
woraus 


u ee G)— ac[e(C— G@)—ab] 
— Ylal4-6)-e](E (8 8”) 
Die Schlüsse bedürfen einer Abänderung, wenn eine der Grössen a, b, c 
verschwindet. Die obige erste Gleichung für G@ wäre dann eine identische. 


(5.) 

Gleichung der Punkte der Kegelfläche, in welcher die Punkte (1}(2) (3) (4) (5) 
liegen, Spitze des Kegels im Mittelpunkt der Kugel zugleich Anfangspunkt der 
Coordinaten. Achse der x geht durch den Punkt (3), also Ebene der yz geht 
durch (1) und (5), Achse der y geht durch (1) 


x y z 
(3) 1 0 N) 
(4) cos 0 sin 1 
(5) 0 c08 3 sin 3 
(1) 0 1 () 
(2) c08 5 cos 4 — cos 3,.sin 5 


Gleichung 


(z.cosi — x.sinl){z.c0os3 —y.sin3)cos2 — ıy 
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oder 
zz = zz2ya+yzyy+ ra zy 


Durch Veränderung der Coordinatenflächen lässt sich dieselbe in die Form 
bringen 


27 = Lex+ Myy 
Löst man die Gleichung auf 
t(22—1)’ = adydelt—ı) 
welche eine negative (G) und zwei positive Wurzeln (@’, @”) hat, so wird 
Gzr’+ Grr+ G’yy = 0 
GGG" —= —tadyöe 
(d—1)(@-1)(@-1)= —t 
(2G@—1)(2 @—1)(2 @"—1) = —abyöe 
Für obiges Beispiel 
t(22—1)’ = 20(t—1) 
Wurzeln — 2,1973145, —+1,06931815, -+- 2,1279965 


Setzt man 


(180 +1) 
(3® +1)" 





abydee=w und Y = c083% 


so wird 
t= +—}cosd.Y(3w-1) 
Das Verhalten der cubischen Gleichung 


er =aöyde 
(welche man am bequemsten mit Weıexsacn's Tafel auflöst, wo für — =y 
gesucht werden muss er = abyöe, wonach dann 2—1—= } wird) über- 
sieht man durch folgende Tafel 
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t abyöe t abyöe t abyöe 
oo oo —1.9 —+- 16.6 --1.0 co 
+0 +409 +18 A — negativ 
+98 +351 +17 +14.0 = © 
+8 +371 +16 +12.9 — 1.618034 + 11.0901699 

+7 +13 +15 + 12.0 _ ,ä + 167 
EEE: SEE: +11.34 ig + 36.7 
+5  +101.2  -+1.309017 +11.0901699 —4 + 64.8 
Er ee + 11.09 Bu +100,8 
+3 +95 +18 +11.76 —_o © 
Ei. +1. + 15.84 


Damit also drei reelle Wurzeln Statt finden, muss a5yöe> 11.0901699 
oder “Ya sein, die Grenzwerthe für f sind also: +1.309017 — ir und 
ı+YV 


— 1.618034 = — #. 





[6]. 
A, B,C,D,E die Winkelpunkte des Polygons 
a, b, c, d, e Pole der Diagonalen 
0, 1, 2 diedrei Hauptachsen entsprechend den Wurzeln G,G',G” der 


Gleichung 
BIN — (tang AB.tang BC.tang CD.tang DE.tang EA) 


zer 
wo für G die negative Wurzel genommen werden mag; so dass 
Gun + +@' Wu + G"uu — 0 


wenn « die Coordinaten irgend eines der Punkte A, B, C, D, E bedeuten, 
also zugleich uutuu+ uw = 1. 
Die Quelle der Hauptsätze ist in den zwei Gleichungen enthalten 
__tang BA.(2#—1—tang A B*) 


I. cos0 A.cosüb Bu TER) 


t 
216 —1- ———— 
sin DE? 


11. c0s0 A.cos0l = Ts B0rsABl0—- EG 6) 
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Die Gleichung I. repräsentirt 30 Gleichungen, die II. hingegen 15 da alle 
Permutationen der Achsen und der Winkelpunkte erlaubt sind. Noch zierlicher 
(in den anfänglichen Bezeichnungen, wo a — tang CD? u. s. w.) 


1+9—10 
’ no Eee = Wye 
. a er 

20 Hi— 2a ı 
II. EEREEREES a.yde 


Die zehn Gleichungen I. können nur für neun gelten, weil die Multiplica- 
tion von fünfen dasselbe Resultat gibt wie die Multiplication der fünf übrigeh. 
Es muss also zwischen den 10 Grössen Q, a, B, betc. vier Bedingungsgleichun- 
gen geben, welche am zierlichsten so dargestellt werden 


dbbc@ =eEerd dd, ycdD= ane u.s. w. oder auch 
baAE=yYrBDd, yIBD—=delk usw. 


Es ist aber 


ort 


7.) 
1843. April 20. Die excentrischen Anomalien 9, 2, 4", 2”, g”" der Punkte 
A.B,C,D,E sind durch die Gleichungen verbunden (G als negativ betrachtet) 























sing" +9") __ eos} (g' = . at BER 
oh") 0 sin?. ao (gg) Gr 608? 
sins(p’ +") _ ae ER 60 
copy”) N G"(O"— ‚sing = G”(a rein dp 
eontlp'+Yp"") __ ER gen eRe—) 
a) = Varay I = F CP 
Die Relationen zwischen den Winkeln 2°, g', 2" sind am einfachsten auf 
’ @G"” . 
folgende Art darzustellen, Y A =E, Var = gesetzt, wird 9 = 
tangs(—g"") __ tangy(a"— gt) __ tangsle"—g‘) __ tangalp””—g”) __ tang4(p’—g”) 
tangsle"—g")  dangıla”— gg”) — tung4(p°—F"") tang} (#’— +”) tang 3 (#"— E') 
nt 
&n— 
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In Zahlen 
log tang logtang logA 
2’ = 50° 29° 20” 80% 54° 55" a9 13° 4A" 0.79616 0.06418 9.81007 
= 92 56 38 55 49 27 15 16 12.5 0.16814 9.43617 9.182 
—=162 8 14 83 48 52 59 41 16.5 0.96505 0.23313 9.97901 
9”"—260 34 22 64 29 16.5 21 13 39 0.321127 9.,58931 9.33515 
2911 6 47_ 74 57 29 34 35 48 0.57068 9.583871 9. 
0.73196 — log&n 


(8.] 
Die 9,9, 2", 2”, g”” sind nichts anders als die Amplituden zu fünf trans- 
scendenten Argumenten, welche um 4Ä zunehmen (in,.der Bedeutung von Jacosı 
p- 31) und wo der Modulus & 


we ara "060 Far 7, [73 
=) —— =sinp, cap = Pe 
coe96 ve Gc@ 
Das transcendente Argument selbst, unbestimmt genommen, ist 
„sea N ei ah 
= (2 uzıde / GG’ 66 u 
vieer+yy) t 1 1 
(ve- 3)" ar z0)9V 


ä in der Bezeichnung von Jacosı gebraucht so dass Ay = Y(1—hk sing’), 
es sind 


| | propositional 
die drei Grössen ebenso den Zahlen oder 
tang4(g—$”) |tang4(f’—gP) |u.s.w. | O2 -Nyl#r— 7) tang amt K 
tang + (g”— 4”) |tang4(4”"— 4”) - vl 2%) 


Ay? Ay 1 
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In diesem dritten Bande von Gavss Werken habe ich alle Abhandlungen und Aufsätze aus dem 
Gebiete der allgemeinen Analysis und zwar speciell aus der Theorie der algebraischen Functionen, der 
Gavsssischen Reihen und der Elliptischen Functionen, so wie einige Mittheilungen das Prarrsche Theorem 
und die Construction von Logarithmentafeln betreffend vereinigt. Sie bestehen aus einer Doctordissertation 
(früher in Quart gedruckt); aus früher veröffentlichten Abhandlungen : fünf in den ‘Commentationes socista- 
bis regiae scientiarum Goftingensis' (Quart), einer in den “Abhandlungen der kiniglichen Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen’ (Quart) und einer im Cnzriezschen ‘Journal für reine und angewandte Mathe- 
matık’ (Quart); ferner aus sochs Anzeigen eigner Abhandlungen in den *@öttingischen Gelehrten Anzeigen 
und Nachrichten’ (Octav); aus zwölf Mittheilungen über nicht eigne Schriften in den ‘Göttingischen ge- 
lchrten Anzeigen’ (Octav) (von Gauss nicht unterzeichnet aber in Betreff seiner Autorschaft durch die Acten 
der Göttinger Universitäts-Bibliothek verificirt), in der ‘*Monatlichen Correspondens zur Beförderung der Erd- 
und Himmels- Kunde herausgegeben vom Freiherrn vos Zach’ (Octav), in den ‘Astronomischen Naohrichten 
herausgegeben von Scuumacnen’ (Quart); und auch aus zwei Erläuterungen in der *Monatlichen Correspondenz' 
und in Vzaa’s ‘Sammlung von Hülfstafeln (Quart) zu den Gaussischen Additions- und Subtractions - Loga- 
rithmentafeln. Diese Tafeln selbst habe ich hier nicht abdrucken lassen, weil sio sehr verbreitet sind und 
das Format dieser Werke zum Gebrauche solcher Tafeln unbequem sein würde. 

Bei der Redaction habe ich dieselben Grundsätze befolgt wie in den frühern Bänden, Zur bessern 
Übersicht der Gegenstände in einem so umfangreichen Bande sind die Hauptlehrsätze auf gleiche Weise 
durch den Druck ausgezeichnet. Zum leichtern Gebrauch sowohl der ältern Ausgaben als der vorliegenden 
habe ich bei den Verweisungen auf Schriften, die nicht in diesem Bande selbt sich üinden, statt des Ortes der 
Veröffentlichungen die eignen Titel so wie statt der Nummer der Seite die der Artikel angegeben. Auf 


Seite 20 in Zeile 15 und 16 ist gemäss einer handsehriftlichen Bemerkung "objectionem secundam et quar- 
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tam’ statt "objectionem tertiam et quartam’ und in Zeile 19 ebenso 'objeofionem fertiam’ statt 'objectionem 
primam' gesetzt. Ausserdem unterscheidet sich die vorliegende Ausgabe von den frühern derselben Schrif- 
ten nur durch die Berichtigung einiger Druckfehler, wobei ich zum Theil die Gaussischen Original-Manu- 
scripte benutzen konnte, 

Aus dem Handschriftlichen Nachlasse habe ich aufgenommen: die den Seiten se und 112 beigefüg- 
ten Noten, den zweiten Theil der Abhandlung * Disquisitiones generales eirca seriem infinitam etc, eine 
ausführliche Abhandlung über Interpolation mit einigen in meinen Bemerkungen Seite 328 u f, erläuterten 
Zusätzen, und eine Reihe von Abhandlungen, die sich auf die Elliptischen Functionen beziehen. 

Die Handschriftlichen Aufzeichnungen habe ich hier wie auch früher bis auf Berichtigung von uner- 
heblichen Schreibfehlern unverändert abdrucken lassen und meine Einschaltungen, die mit Ausnahme der 
* Fortsetzung der Untersuchungen über das arithmetisch-geometrische Mittel’ nur in kurzen Sätzen bestehen, 
durch [Einklammerung] abgesondert. Die geschichtlichen Angaben und erforderlichen Zusätze für den Nach- 
lass über hypergeometrische Reihen und Interpolation habe ich in den jenen Abhandlungen unmittelbar 


folgenden Bemerkungen zusammengestellt. 


Die Redaction der Gavssischen Arbeiten über Elliptische Funetionen wurde Seitens der Königlichen 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen von Rızwasx gewünscht und ihm zu dem Zwecks die Hand- 
schriften übergeben. Leider hat er weder eine schriftliche noch mündliche Mittheilung aus diesen seinen 
Studien hinterlassen. Erst nach dem bedauernswerthen allzufrühen Tode Rızmaxns und nachdem der vor- 
liegende dritte Band bis auf jenen Theil gedruckt war, konnte ich die Gaussischen Handschriften zu mei- 


ner Bearbeitung übernehmen. 


Gavss hat von seinen Untersuchungen der Funetionen, die wir jetzt die Elliptischen nennen, nur ei- 
nen Theil veröffentlicht: eine Anwendung dieser Theorie auf die höhere Arithmetik in der Summatio quarun- 
dam serierum singularium 1%08 September und eine Anwendung auf die Bestimmung der Säcularstörungen 
der Planeten in der Determinatio altractiomis, quam in punelum qguodvis positions datae ezerceret planeta, si 
ejus massa per totam orbitam rations temporis, quo singulae partes deseribunter, uniformiter esset dipertita, 1918 
Januar. Den grössern Theil hat er niedergelegt in einigen unvollständigen Entwürfen zu Anfängen verschie- 
dener Abhandlungen und in zahlreichen swischen andern Arbeiten sehr zerstreuten Aufzeichnungen einzeiner 
Formeln. Diese im handsehriftlichen Nachlasse befindlichen Untersuchungen habe ich hier in einzelnen 
Gruppen zusammengestellt jenachdem sie vom Algorithmus des Arithmetisch-Geometrischen Mittels oder ei- 
nem anderen diesem analogen und mit diesem in Verbindung gesetzten Algorithmus ausgehen oder aber 
sich auf die speciellen Lemniscatischen Funetionen beziehen oder endlich die Darstellungen der allgemeinen 
Functionen durch Producte als wesentliches Hülfsmittel gebrauchen. Die Untersuchung des Pentagramma 
mirificum bildet eine Anwendung der Fünftheilung der ganzen Elliptischen Integrale. 


Die Abhandlung mit den beiden Abschnitten de origine proprietatibusgue generalibus numerorum me- 
diorum arithmelico-geometricorum und de functionibus transscendentibus quae ex differentiatione mediorum 
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arithmetico-geometricorum oriuntur bildet die erste und zwar eine sehr sorgfältig geschriebene Aufzeichnung 
in einem Handbuche, welches, wie der Titel besagt, von dem Jahre 1500 an benutzt ist. Die Beschäftigung 
mit diesem Gegenstande wird aber schon in einer viel frühern Zeit begonnen haben; nach Mittheilungen 
über eine mündliche Äusserung von Gauss, scheint er im Jahre 17594 die Beziehungen zwischen den arithme- 
tisch -geometrischen Mitteln und den Potenzreihen, in denen die Exponenten mit den Quadrat-Zahlen fort- 
schreiten, gekannt zu haben. 

Die Formeln für den in Art. 15. Seite 359. aufgenommenen Algorithmus, der die von Gavss ein- 
geführten neuen Transscendenten mit den Quadrat-Werthen der beiden Argumente zurückführt auf die Trans- 
scendenten mit den einfachen Argument-Werthen, folgen in einem Handbuche unmittelbar auf eine astrono- 
mische Rechnung an deren Schlusse steht 'geendigf d. 2. May 150%’. Die Aufseichnungen der anderen Un- 
tersuchungen über das Arithmetisch-Geometrische Mittel befinden sich theils auf einzeinen nicht datirten 
Blättern, theils erscheinen sie in den Handbüchern wegen ihrer Kürze an einigen, früher zu grösserer Über- 
sichtlichkeit zwischen verschiedenartigen Arbeiten leer gelassenen, Stellen niedergeschrieben und erlauben 
keine sichere Zeitangabe. j 

Wie schon in Art. 12 bemerkt, habe ich geglaubt zur Annehmlichkeit für den Leser diese sehr zer- 
stückelten Untersuchungen durch eine zusammenhängende Darstellung vereinigen zu müssen selbst auf die 
Gefahr hin, hier einige Entwickelungen hinzustellen, die von Gauss nicht ausgeführt worden sind, wie 
2. B. die Ableitung der Differentielgleichung für das Arithmetisch-Geometrische Mittel ohne die Reihen- 
Entwickelung und die Darstellung dureh bestimmte Integrale vorauszusetzen, eine Ableitung, die sich an 
die in Art. ı0. ausgeführte Untersuchung anschliesst und sich von der von Herrm Boncuarpr gegebenen 
ersten derartigen Ableitung unterscheidet. Die in Art. 17. angeregte Frage über den Zusammenhang zwi- 
schen den binaren quadratischen Formen mit negativen Determinanten und den von Gauss gefundenen 
neuen Transscendenten findet ihre vollständigste Erledigung durch die Untersuchungen des Herm Keox- 
zcakkk über diesen Gegenstand. 


Für die Lemniscatischen Punctionen besitzen wir die von Gavss in einem Handbuche verzeichnete 
Zeitbestimmung ‘Functiones Lemniscaticas considerare coeperamus 1707. Januar. 8.’ Von den im Nach- 
lasse vorhandenen Aufzeichnungen scheint nach Papier und Form der Handschrift zu urtheilen, die auf 
einem besonderen Blatte stehenden und hier von mir mit 1, 2, 3, 4 bezeichneten Artikel der ersten Gruppe 
der Untersuchungen über die Lemniscatischen Functionen die früheste zu sein. Die folgenden hier auf 
Seite 406— 412 unter der gemeinsamen von Gavss an mehreren Stellen gebrauchten Überschrift: ‘Einige neue 
Formeln die Lemniscatischen Funetionen betreffend’ zusammengestellten Aufzeichnungen derselben ersten 
Gruppe gehören einer ungleich spätern Zeit an, die darin enthaltenen Resultate sind auch wohl viel früher 
gefunden und theils zur Gedächtnissprobe, theils in dem Streben recht elegante Formeln zu erhalten von 
Neuem niedergeschrieben und zwar in zwei Handbächern, von denen das eine im ‘November 1561" das andere 
‘im Mai 1309 angefangen’ ist. Die Functionen sin. lemn. so wie cos. lemn. bezeichnet Gavss überall durch 
die aus der Zusammenziehung von s und / so wie von ec und / gebildeten Schriftzüge. Da diese bis jetzt 


nicht in Druckzeichen vorhanden sind, so habe ich sie hier durch die Worte selbst ersetzt. 
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Von den Untersuchungen, welche sich vorzugsweise auf die Darstellung der Lemniscatischen Functio- 
nen durch unendliche Producte und durch trigonometrische Reihen beziehen und welche ich als eine zweite 
Gruppe zusammengestellt habe, bilden die ersten vier Artikel die Scheda prima eines nach der Angabe 
des Titelblattes im Juli 1798 begonnenen Notizbuches, Die Artikel ı, 2, 3 sind von Garss selbst num- 
merirt, dann folgt im selben Hefte unmittelbar der Inhalt von Art. [4.] [5.)] Seite 415, und hienach mit 
vielfachen Unterbrechungen durch Astronomische Untersuchungen der Theil der in Art. [17.] Seite 431 auf- 
genommenen Rechnungen, der mit lateinischem Text erläutert ist, und die einzelnen Theile des Inhalts 
von Art. [6.] [7.] Seite 417,415. Der Inhalt von Art. [s.] [s.] [10.] Seite aıs, aı9, Art.[15.] [16.] 
Seite 423 —425 findet sich zerstreut in einem 1799 November angefangenen Notizbuche, Die Aufseichnun- 
gen der übrigen Untersuchungen gehören, vielleicht mit Ausschluss der Fünftheilung des ganzen lemnises- 
tischen Bogens Art. [13.], wohl einer spätern Zeit an und befinden sich, ausser den in Art.[14.] wiederge- 
gebenen und in ein Handbuch nach dem 20. Febr. 1817 eingetragenen Summationsformeln für das Lemnisca- 
tische Integral der zweiten Art, alle auf einzelnen Blättern. 


Die der Zeit nach erste unter den im Handschriftlichen Nachlasse erhaltenen die allgemeinen EI- 
liptischen Functionen betreffenden Aufzeichnungen ist wohl die im November 1790 begonnene auf Seite 
433—435 abgedruckte Abhandlung Zur Theorie der neuen Trunsscendenten 1. die sich in einem Notiz- 
buche dessen Titelblatt die Aufschrift Varia, imprimis de Integral Eee 
trägt, zwischen Untersuchungen über ganz verschiedenartige Gegenstände zerstreut befindet, 


Novembr. ı79%' 


Die Abhandlung UI. mit der Überschrift ‘Zur Theorie der transscendenten Funelionen gehörig’ folgt 
in einem Handbuche unmittelbar nach den in der Theorie motus corporum coelestium wiedergegebenen 
Hälfstafeln. Diese Untersuchungen, insbesondere die auf die Siebentheilung bezüglichen, werden wohl 


dem Jahre 1508 angehören und die Veranlassung zu einer Mittheilung an Scavsacuer gewesen sein. 


Die Abhandlung III. mit den Eingangs-Worten ‘Die Theoreme in Bezug auf diejenigen Reihen und 
unendlichen Producte, welche zu der Theorie der Arithmetisch-Geometrischen Mittel gehören, ordnen wir 
s0:’ Seite 446-460 folgt in einem Handbuche unmittelbar nach einer astronomischen Rechnung, der die 
Bemerkung beigefügt ist ‘geendigt den 25. April 1509’. 


Die Abhandlung IV. ‘Hundert Theoreme über die neue Transcendente’ Seite 461— 469 steht auf 
einzelnen Blättern ohne irgend eine Zeitangabe. 


Die Abhandlung V. Seite 170— 150 mit den Eingangsworten ‘Allgemeines Theorem’ enthält die bei- 
den Zeitangaben 1327 Aug. 6. und Aug. 29. Der letzte Theil dieses Aufsatzes bildet wohl eine der frü- 
hesten Vorarbeiten von Gauss für seine "Allgemeinen Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Ver- 
höltnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs-und Abstossungskräfte’ und lassen vermu- 
then, dass er den Zusammenhang dieses Gebietes mit einem anderen Gebiete der Analysis, nemlich der 
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Theorie der Functionen mit complexen Argumenten erkannt habe, ein Zusammenhang welcher Rızwan 
auf ein 80 fruchtbares Gebiet der Forschung geführt hat, 


Die Untersuchung des Pentagramma mirifieum, eines sphärischen Fünfecks, dessen fünf Diagonalen 
Quadranten sind, befindet sich an zwei getrennten Stellen in einem Handbuche, auf einem besonde- 
ren Blatte der Art.[4.], Das, was ich hier als Art.[1.] und [2.] bezeichnet habe, ist vor dem 23. Ja- 
nuar 1536 geschrieben, das andere enthält in Art.[7.) die Zeitangabe 1545 April 20. 


Zwischen den unter Nr, I, zusammengestellten Untersuchungen über die neuen Transscendenten be- 
findet sich auch der Anfang einer Abhandlung mit der Überschrift ‘ Motus solidi a nullis viribus solliei- 
ati’. Das Problem ist dort bis zu dem bei der bekannten Auflösung auftretenden elliptischen Integral 
geführt, so dass zu vermuthen steht, Gauss habe erkannt, dass die Gleichungen zur Bestimmung dieser 
Bewegung mit Hälfe der nouen Transscendenten in endlicher Form erscheinen, 

Die Aufzeichnung, der hier unter V. zusammengestellten Untersuchungen über die neuen Trans- 
scendenten, mit den Zeitangaben 1527 August 6 und August 29 ist wohl durch die Jaconschen Briefe 
an Scnusacuen datirt aus Königsberg von 1927 Juni 13 und Aug.2 deren ersterer die algebraischen Glei- 
ehungen für die Dreitheilung und Fünftheilung elliptischer Integrale der andere die Gleichung zwischen den 
trigonometrischen Tangenten der Argumente für die Transformation beliebigen Grades gibt, veranlasst 
worden. Dieses beiden Briefe sind in der im Monat September 1927 ausgegebenen Nr. 123 der ‘Astrono- 
mischen Nachrichten’ veröffentlicht, aber im Original zuvor an Gauss mitgetheilt worden, wie aus den 
Gavssschen Briefen an Scuumacuen vom 4. und 1%. Aug. 1927 hervorgeht. Die Beweise jener Jaconı- 
schen Lehrsätze hat dieser selbst durch einen aus Königsberg vom 13. November 1327 datirten in der im 
Monat December 1827 ausgegebenen Nr. 127 der ‘Astronomischen Nachrichten’ abgedruckten Briefe an 
Scuumacnen veröffentlicht, 

Zu dieser Zeit war noch nicht, aber doch im selben Jahre, durch das zweite Heftdes zweiten Bandes 
des Cnxtreschen Journals für reine und angewandte Mathematik die Abhandlung von Anzı ‘Recherches 
sur les fonetions elliptigues $. 1.—$. VIl’ erschienen, und dieses war wohl diejenige Arbeit Aseıs, von 
der Gauss am 30. Mai 1825 an Scuumacuer schreibt, ‘die, Ihnen gesagt, mir von meinen eignen Unter- 
suchungen wol 4 vorweggenommen hat, und mit diesen zum Theil selbst bis auf die gewählten bezeich- 
nenden Buchstaben übereinstimmt". 

Auf dieselbe Arbeit bezieht sich wohl die folgende Stelle eines Briefs von Unsıze an Aukı vom 
18, Mai 18286: — — Voici ce que m’eerit Mr, Gauss de Goettingue que j'avais &galement pri& de m’en- 
voyer quelque chose sur les fonetions elliptiques dont il s’occupe, comme j’ai appris, plus de 30 ans. "D’au- 
tres occupations m’'empöchent pour le moment de rödiger ces recherches. Mr. Aner m’a prövenu au moins 
d’un tiers, Il vient d’enfiler precisöment la m&me route dont je suis sorti en 1709. Ainsi je ne m’ötonne 
nullement de ce que, pour la majeure partie, il en soit venu aux m&mes rösultats. Comme d’ailleurs dans 
sa döduction il a mis tant de sagacit& de p6nötratien et d’&lögance, je me erois par cela m&me dispens& 


de la r&daction de mes propres recherches.’ — — 
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Auch über Leoexone besitzen wir einen Ausspruch von Gavss. In einem Briefe ohne Datum schreibt 
er an Oruens *Sie verlangten in Ihrem letzten Briefe [wahrscheinlich derjenige ‘Bremen d. 18. Aug. 1817, 
Empfangen den 25. Aug. bezeichnete ; die Briefe aus jenen Monaten sind: O. an G. Juli ır. — G. an 
OÖ. Aug. 2. — G. an O. der hier im Auszuge mitgetheilte ohne Datum — O. an G. Nov. 2. — G. an 
O. Dec, 2.], allertheuerster Freund, mein Urtheil über Mossorris in den Mailänder Ephemeriden gege- 
bene Methode die Bahnen von H, K. zu berechnen. Als ich Ihnen neulich schrieb, war mir der Gegen- 
stand nicht gegenwärtig genug, ob ich gleich jenen Aufsatz früher so weit gelesen hatte, dass ich ein 
Urtheil darüber vorläufig gefasst hatte, In jenem Augenblicke erlaubte mir meine Zeit nicht, mich gleich 
wieder gehörig in die Sache hineinzustudiren, und ich überging daher Ihre Anfrage. Seitdem habe ich 
nun wieder Anlass genommen, jenen Aufsatz noch einmal zu lesen, und in den eigentlichen Geist weiter 
einzudringen, und ich will heute eine Stunde dazu anwenden mich mit Ihnen über diesen Gegenstand zu 
unterhalten.’ 

‘Geneigt, wie ich von jeher gewesen bin, jeden neuen originellen oder genialen Gedanken mit 
Liebe aufzunehmen*), wurde ich von der wirklich neuen Idee in Mossorrıs Aufsatz bei meiner ersten 
Leeture frappirt! — — 

*) ‘Ich brauche Ihnen wohl nicht zu sagen, dass die neuliche wunderliche Recension von I.xoexnar's 


‚Exereices de caleul Integral in unsern G. A. [Göttingische gelehrte Anzeigen 1917 August 14.] nicht von 
mir ist, da dieses Werk so manches der oben erwähnten Art enthält.’ 


Es verdient noch bosonders ausgesprochen zu werden, dass in Bezug auf die Theorie der Theilung 
des Lemniscaten-Bogens der Handschriftliche Nachlass nichts enthält, als was der vorliegende Abdruck an 
Hüifssätzen dazu darbietet, während in dem Werke ‘Disgwisitiones arithmetiege', welches Juli 1801 aus- 
gegeben worden, Art. 355 der Sectio septima, de aequationibus eirculi sectiones definientibus, gesagt wird 
— ‘Ceterum prineipia theoriae, quam exponere aggredimur, multo latius patent, quam bie extenduntur, 
Namque non solum ad functiones circulares, sed pari successu ad multas alias functiones transscenlentes 


applicari possunt, e. g. ad ons quao ab integrali pendent, praetereaque etiam ad varia con- 


7. 8 
vü=z‘) 
gruentiarum genera: sed quoniam de illis funetionibus transscendentibus amplum opus peculiare paramus, 
de congruentiis autem in continuntione disquisitionum arithmeticarum copiose tractabitur, hoc loco solas 
functiones cireulares considerare visum est.‘ — 

Anzr und Jaconı haben Gauss’ Untersuchungen über die Elliptischen Functionen nicht vorgefunden, 
sie mussten dieses Gebiet der Wissenschaft von Neuem entdecken. 

Die speciellen Beziehungen zwischen den Arbeiten von Gauss in diesem Gebiete der reinen Analysis 
und den Arbeiten von Anderen werde ich in einer besondern Schrift im Zusammenhange mit einer Ge- 
schiehte der gesammten wissenschaftlichen Thätigkeit von Gavss darzustellen versuchen, während ich in 


diesen seinen eignen Werken angeschlossenen Bemerkungen nur die betreffenden actenmässigen Thatsachen 
aufgenommen habe, 


Göttingen im Juni 186%, 
SCHERING, 


INHALT. 
GAUSS WERKE BAND IH. ANALYSIS. 


ALGEBRAISCHE FUNCTIONEN. 


Abhandlungen. 
Demonstratio nova theorematis omnem functionem algebraicam rationalem in- 
togram unius variabilis in factores reales primi vel secundi gradus re- 





Demonstratio nova altera theorematis omnem functionem algebraisens rationa- 


lem integram unius variabilis in fastores reales primi vel secundi us 
resolvi au at ’ A R een ei IE DEE 3 


[heorematis de resolubilitate functionoum Fer integrarum in facto- 
res reales demonstratio tertis. Supplementum commentationis praeoedentis 1816 Jan. .. — 57 


Beweis eines ebraischen Lehrsatzes . . . . . . a: a wir er RS 
1849 Juli 








Demonstratio nova alters theorematis omnem functionem algebraicam ratio- 
nalem integram unius variabilis in factores reales primi vel secundi gra- 





dus resolri 


Theorematis de resolnbilltate | — rn integrarum in facto- 

les d - Fr Mi = 
Beiträge zur Theorie der algebraischen Gleichungen - » » .» 2 2.2... 41842 Juli . — 113 
Anzeigen nicht einer Schrifte 
Recherehes mathömatiques 
Analyse des &quations determintes . 





1813 März .. — 116 
1833 Febr... — 119 









Corrıen. 
Forsten. 
















GAUSS' REIHE. 





Abhandlungen. 
ae generales circa seriem infinitam 
s(a+1)6(6+1) a(a+1)(la +2)6(6+1)(6+2) 
tet ne Hrn 2. 
PERUUG 5 ar ae Aria Lian de, - nn. 1812 Jan . 2 — 1339 


1m. 63 
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Methodus nova integralium valores per approximationem inveniendi 
Anzeigen eier Abhandlungen. 
Disquisitiones generales circa seriem infinitam etc. Pars ıst2 Febr... 

Methodus nova integralium valores per approximationem inveniendi . . . 1834 Sept. .. — 202 
Nachlass, 

Determinatio seriei nostrae per aequationem differentinlem secundi ordinis . — 107 
Bemerkungen zu dieser Abhandlun ä 


. 1814 Sept. . „ Seite iss 





rior. - — 197 





— 1230 


MITTHEILUNGEN ÜBER VERSCHIEDENE SCHRIFTEN. 


Prarr. Methodus generalis, aequationes differontiarum partialium, nee non 
aequationes differentiales vulgares, utrasque primi ordinis, inter quot- 
ceunque varinbiles, complete integrandi . REST . 1%15 Juli 








Prasse, Tables logarithmiques pour les nombres, les sinus et les tangentes 1514 Dec. 

Gavss. Tafeln zur bequemern Berechnung des Logarithmen der Summe oder 
Differenz zweier Grössen, welche selbst nur durch ihre Logarithmen ge- 
geben sind - . . .. - 


...—- 14 


1512 Nov. .. — 244 
1517 Oct. .. — 26 





oder Differenz zweier Grössen, welche selbst nur durch ihre Logarith- 
eben sind 









a ka t810 Jan. - 250 
Logarithmentafeln mit sechs Zifem . . . ,_. ‚ ee: Ei. ee 252 
Bannace. Table of logarithms of the natural number . - . . ......, 2528 Jan . 233 
Hassırr. Tahulae logerithmicne et trigomometricae . . - : . . . . ıs3ı März .. 255 
Veoa und Hirsse, Sammlung mathematischer Tafeln . . . un . 1846 255 












1851 Mai 


INTERPOLATION, 


ationis methodo nova tractata 





ELLIPTISCHE FUNCTIONEN. 


Abhandlung, 
Determinatio attractionis, quam in punctum quodvis positionis datse exerceret 
planeta, si eius massa per totam orbitam ratione temporis, quo singulae 
artes deseribuntur, uniformiter enset dispertita Bed ısı$ Jan. .. 331 
Anzeige der vorhergehenden Abhandlung . - - -» “2 22 ....1918 Febr... 357 
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De fanıtionfbus transcendentibus quae ex differentiatione mediorum arithmetico -geometrico- 





Fortsetzung der Unteranabungen rn re arithmetiach -geumetzische Mittel, Art. 12— 2. . — 315 
Tabula. Media arithmetico-geometrica inter unitatem et sinus singulorum semigradum , . — 403 
Lemniscatische Functionen (1.) dargestellt durch Potenz- Reihen . 


Lemniscatische Functionen (11.) dargestellt durch unendliche Producte und per Fre 





trische Reihen Fi £ x * z Pi * E3 a Pi * Fi 2 Pi - Pi 2 Pi 2 Pi Mi F a Pi fi Pi Mi nd 413 
Zur Theorie der neuen Transscendenten 


1. Anfinge der der Untersuchungen über die neuen Transscendenten 
li, Zur Theorie der transcendenten Functionen gehöri e A z er 
il. Neue Anordnung der Theoreme in Bezug auf Kıleiem Reihen = BEE Jr Pro- 
















ducte, welche zu der Theorie der aritlımetisch-geometrischen Mittel gehören . . .. — ı8 
’ ec über die neuen Transscendenten ; ._ 
V. Allgemeine Theoremo . - » 2 20 vn m a a ER Er Er rar rer. — 40 









Bemerkungen 


Zwei Steinilrucktafeln zu Seite 30 und 102, 
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